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PREFACE. 


Nous  desirons,  avant  tout,  expliquer  pourquoi  nous  avons  ose 
ecrire  un  livre  sur  les  fonctions  elliptiques,  si  peu  de  temps 
apres  la  publication  du  Traite"  que  1'on  doit  a  Halphen.  II  va 
sans  dire  que  nous  n'avons  point  la  prevention  de  remplacer  ou 
d'egaler  1'oeuvre  de  ce  Maitre ;  celle-ci  est  inachevee;  mais  la  par- 
tie  qui  reste  incomplete,  qui  etait  attendue  avec  impatience  par 
ceux  qui  aiment  la  Science  pour  elle-m£me  et  pour  sa  beaute 
propre,  n'aurait  pu  avoir  qu'un  nombre  restreint  de  lecteurs,  que 
peuvent  contenter,  dans  une  certaine  mesure,  les  beaux  fragments 
publics  par  M.  Stieltjes  :  il  ne  nous  appartient  pas  de  computer 
1'oeuvre  d 'Halphen. 

C'estun  livre  beaucoup  plus  ele*mentaire  que  nous  avons  tente" 
d'^crire;  ce  sont  les  e*tudiants  de  nos  Facultes  que  nous  avions  en 
vue  :  nous  avons  essaye  de  faire  un  livre  qui  se  raccordat  avec 
Penseignement  qui  leur  est  donne";  s'ils  peuvent,  apres  nous  avoir 
lus,  traiter  des  applications  faciles  et  les  ponsser  jusqu'au  bout; 
si  quelques-uns  d'entre  eux  completent  Jeurs  connaissances  dans 
le  livi'e  d'Halphen,  s'ils  ^tudienten  particulier  les  belles  applica- 
tions qui  remplissent  le  second  volume,  s'ils  se  retrouvent  sans 
peine  dans  les  Forrneln  und  Lehrsdtze  zum  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen  que  M.  Schwarz  publie  d'apres  les  le- 
gons  et  les  notations  de  M.  Weierstrass,  s'ils  lisent  les  Me'moires 
fondamentaux  d'Abel  et  de  Jacobi,  s'ils  penetrent  enfin  dans  la 
riche  et  admirable  litte*rature  des  fonctions  elliptiques  et  prennent 
en  particulier  connaissance  des  recherches  de  Kronecker  et  de 
M.  Hermite,  nous  aurons  entierement  atteint  notre  but. 
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II  nous  reste  a  faire  connaitre  Tordre  que  nous  avons  suivi. 

Nous  avons  reuni  dans  une  Introduction  les  Elements  de  li 
theorie  des  series  et  des  produits  infinis  qui  nous  ont  paru  indis- 
pensables.  Les  propositions  f on damen tales  de  la  theorie  des  fonc 
tions  d'une  variable  imaginaire  qui  se  deduisent  de  la  conside"ra 
tion  des  integralesprises  entre  des  limites  imaginaires,  propositions 
dont  nous  ferons  largement  usage,  ont  e*te,  dans  cette  Introduc- 
tion, systematiquement  laissees  de  cote*  :  elles  sont,  depuis  long- 
temps,  inscrites  dans  le  programme  de  la  licence  es  Sciences 
mathematiques;  elles  sont  partout  tres  bien  enseignees  et  sont 
developpees  dans  d'excellents  livres,  qui  sont  bien  connus.  On 
insiste  souvent  moins  sur  le  role  que  jouent,  dans  la  theorie  des 
fonctions,  les  series  ordonnees  suivant  les  puissances  entieres  de 
la  variable,  bien  que  Cauchy  ait  mis  pleinement  ce  role  en  lu- 
miere(^).  II  nous  importait  surtoutd'exposer  avec  detail  quelques 
uns  des  resultats  essentiels  obtenus  par  M.  Weierstrass.  Cette 
Introduction,  nous'esperons  que  beaucoup  de  DOS  lecteurs  pour- 
rent  se  dispenser  de  la  lire  en  entier;  mais  si,  dans  la  suite,  ils 
ont  quelque  inquietude  sur  la  rigueur  de  certaines  demonstrations 
ct  transformations,  ils  pourront  y  recourir. 

Nous  introduisons  immediatement  la  fonction  du  sous  forme 
de  produit  infini.  Cette  voie  directe,  qui  est  celle  de  M.  Weier- 
strass, nous  a  paru  naturelle  et  facile  dans  I'etat  actuel  de  Fen- 
seignement.  Les  propriete's  essentielles  de  cette  fonction  et  de 
celles  qui  en  derivent  sont  developpees  dans  le  present  vohwafe 
Le  volume  suivant  contiendra  la  theorie  des  fonctions  /Set  les 
th^oremes  g&ieraux  sur  les  fonctions  doublement  p^riodiques, 
deduits  pour  la  plupart  de  la  proposition  cei&bre-4e/M.  Hermite 
sur  la  decomposition  en  Elements  simples.  II  terminera  ce  qui  se 
rapporte  au  Galculdiff&rentieL  Nous  exposerons  dans  le  Tome  III 
le  probl£me  de  1'inversion,  les  theories  et  les  precedes  qui  con- 
cernent  Immigration.  Enfin,  dans  le  dernier  Volume,  nous  d6ve- 


(J)  II  y  a  d^j^  loiagtemps  <j«^  M.  Mteray  1'a  expose  d'uae  facon  syst^matique 
Hans  son  Precis  d'An&ljwGuzfinitesimale  et  dans-  une  suite  de  beaux  M^moires 
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lopperons  quelques  applications,   (Tune  nature    elementaire,   se 
rapportant  a  des  branches  diverses  de  la  Science. 

Un  des  ennuis  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  est  dans 
la  richesse  m£me  des  formules  qu'elle  comporte  etquela  memoire 
semble  incapable  de  fixer.  II  faut  pouvoirrenvoyer  a  ces  formules 
et  les  retrouver  facilement ;  nous  avons  adopte,  pour  les  plus  im- 
portantes,  un  systeme  de  numerotage  auquel  nous  prions  le  lec- 
teur  de  vouloir  bien  s'accoutumer.  II  les  retrouvera  toutes,  avec 
leurs  numeros,  dans  un  Tableau  dontla  premiere  partie  paraitra 
a  la  fin  du  Calcul  differentiel  :  ce  Tableau  constituera  comme 
un  resume  de  la  Theorie  et  facilitera  beaucoup,  nous  1'esperons, 
la  lecture  et  Pusage  de  notre  livre. 

Les  notations  que  nous  avons  adoptees  au  debut  sont,  sauf 
quelques  le"geres  modifications  sur  lesquelles  nous  nous  explique- 
rons  tout  a  1'heure,  celles  de  M.  Weierstrass;  mais  nous  n'avons 
pas  cru  devoir  nous  borner  aux  fonctions  qu'il  a  introduites.  Ces 
fonctions  sont,  d'une  part,  tres  propres  a  traiter  de  la  facon  la 
plus  simple  beaucoup  d'appli  cations,  beau  coup  de  celles,  en  par- 
ticulier,  qui  se  rapportent  a  la  Geome"trie  et  &  la  Mecanique. 
D'autre  part,  elles  se  present  tres  bien,  en  raison  m^me  de  la 
fagon  symetrique  dont  les  pe"riodes  y  figurent,  a  1' exposition  d'un 
tres  grand  nombre  de  proprie*tes,  qui  peuvent  ^tre  regard£es 
comme  y^ritablement  ^lementaires.  II  nous  a  done  paru  qu'elles 
constituaient  un  excellent  point  de  depart.  Mais,  d'un  autre  c6t6, 
bien  des  proprie"te~s,  et  des  plus  importantes,  tant  en  AJgebre 
qu'en  Arithm^tique,  n?apparaissent  que  lorsqu'on  s^pare  les  p^- 
riodes  :  elles  restent  cache'es  la  ou  les  periodes  sont  engag^es 
d'une  fa^on, symetrique.  La  ou  importe  cette  separation  des  pe- 
riodes, d'autres  notations  reprennent  Pavantage.  Nous  a\7ons 
done  cru  devoir  laisser  une  place  considerable  a  ces  fonctions  de 
Jacobi,  dont  on  a  dit  qu'elles  ne  joueraient  plus  qu'un  r61e  his- 
torique  :  a  la  v^rite,  ce  r6le  serait  encore  assez  beau.  II  ne  faudrait 
pas  s'etonner  si  la  multiplicity  des  notations  se  trouvait  etre  dans 
la  nature  des  choses  et  s'il  convenait  d'en  changer  suivant  les 
questions  que  Pon  aborde.  11  semble  d'abord  que  cette  multipli- 
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cit6  soit  une  gene  et  un  ennui,  il  se  peut  qu'elle  soit  une  ri- 
chesse.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  avons  mis  tous  nos  soins  a  bien 
expliquer  comment  les  diverses  notations  se  raccordent  les  unes 
aux  autres  et  a  faciliter  la  lecture  des  principaux  M^moires  et 
Trails. 

C'est  le  desird'une  parfaite  symetrie  qui  nous  a  conduits  a  ecrire 
to,,  co2,  to3  la  ou  M.  Weierstrass  ecrit  to,  — o/,  to'.  Cette  modi- 
jGcation  n'altere  pas  les  fonctions  die,  o^  w,  o)2  &,  tf3  u  :  elle  per- 
met  de  condenser  singulierement  les  formules  et  d'en  ecrire  une 
seule  lorsque,  autrement,  il  faut  en  ecrire  trois.  Ce  changement 
presente  quelque  inconvenient  (<)  :  le  plus  grand,  a  nos  yeux, 
est  d'obliger  a  quelque  attention  le  lecteur  qui  voudra  se  reporter 
aux.Formeln  und Lehrsdtze  (2)  de  M.  Schwarz.  C'est  au  lecteur 
a  juger  si  les  raisons  de  symetrie,  qui  nous  ont  decides  et  qui 
sont  ^videntes,  etaient  assez  fortes  pour  que  nous  nous  permis- 
sions de  nous  mettre  un  peu  en  desaccord  avec  cette  belle  publi- 
cation, qui  presente,  a  tant  d'egards,  un  caractere  definitif  :  c'est 
apres  bien  des  hesitations  que  nous  nous  sommes  resolus  a  ce 
leger  changement. 

Paris,  le  29  octobre  1892. 

Le  lecteur,  qui  voulant  se  borner  a  un  aper^u  de  la  theorie  et  acquerir 
seulement  les  notions  indispensahles  aux  applications  elementaires  des 
fonctions  elliptiques  a  la  Mecanique,  pourra,  dans  la  partie  du  Galcul  diffe- 
rentiel  contenue  dans  ce  Volume,  se  dispenser  de  lire  les  nos  96, 116, 11 7, 11&*- 
et  s'arreter  a  la  fin  du  n°122.                                                                    S' 
—       ......  __  _._ ...  _ jt 

(J)  Voir  la  note  de  la  page  202.  / 

(3)  Voici  le  titre  de  I'e'dition  frangaise  de  ce  Recueil  :  Formides  et  proposi- 
tions pour  I'emploi  des  fonctions  elliptiques,  d'apres-dgTTefons  et  des  notes 
manuscrites  de  M.  K.  Weierstrass. 
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CHAPITRE  I. 

DES  SERIES  ET  PRODUITS  INFINIS  A  TERMES  CONSTANTS. 


I.  —  Series  et  produits  infinis  £  simple  entree. 

1.  Si  a  designe  im  nombre  re*el  ou  imaginaire,  nous  emploie- 
rons  1' expression  valeur  absolue  de  a,  que  Ton  reserve  d7  ordinaire 
au  cas  ou  a  est  reel,  avec  le  sens  que  1'on  donne  habituelJemenl, 
dans  la  theorie  des  nombres  imaginaires,  au  mot  module,  qui  a, 
ailleurs,  des  significations  diverses  :  cette  valeur  absolue  sera  de'- 
sign6e  par  le  symbole  |  a  . 

Nous  supposons  connues  les  propositions  dl^mentaires  relatives 
aux  series  a  termes  r^els  ou  imaginaires,  la  notion  de  convergence 
absolue,  la  possibilite  de  chawger  Tordre  des  termes  dans  une 
serie  absolument  convergente  et  de  grouper  comme  1'on  veut  les 
termes  d'une  pareille  s^rie,  chaque  groupe  ne  comprenant  qu'un 
nombre  fini  de  termes,  enfin  les  regies  relatives  a  1'addition  et  a  la 
multiplication  des  series. 
T.  eiM.— I. 
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Nous  designerons  par  le  symbole 


la  somme  d'une  serie  convergente 

#2  -h  .  .  .  -h  an  -f-  .  .  .  . 


Nous  aurons  souvent  a  considerer  des  suites  de  termes  dans 
lesquels  Vindice,  qui  sert  a  distinguer  les  termes,  pent  prendre  des 
valeurs  entieres  positives,  nulles  ou  negatives  :  une  telle  suite 
est  donnee  quand  on  se  donne  la  loi  qui  determine  chaque  terme 
en  fonction  de  1'indice. 

Supposons  essentiellement  que  les  deux  series 


soient  absolument  convergentes  ;  nous  representerons  alors  par 
Fun  ou  Fautre  des  symboles 


le  nomtre  obtenu  en  ajoutant  les  sommes  de  ces  deux  series  ; 
c'est  encore,  si  Fon  veut,  la  somme  de  la  s^rie 


dont  le  (ft-f-i)l6mo  terme  est  a^-4-aM/2.  On  pourrait  d'ailleurs 
grouper  les  termes  d'une  infinite  de  manieres. 

On  a  besoin  quelquefois  d'exclure  de  la  semination  un  on  plu- 
sieurs  termes  de  la  suite,  le  terme  #0  par  exemple  :  on  emplofe 
alors  des  signes  particuliers  que  nous  indiquerons  plus  tard, 

II  peut  etre  utile  de  faire  observer  que^hk^gon_dont  r>ous  avons 
precis^  la  signification  des  pr£c£dents  symboles  rend  incorrectes 
quelques  expressions  dont  Fusage  est  courant  et  dont  nous  nous 
servirons  nons-memes  £  Foccasion  quand  elles  ne  pourront  causer 
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aucune  ambiguit^  :  dire  que  la  s^rie 

2* 

n 

est  convergente  ou  absolument  convergente  semble  inutile,  puis- 
que,  autrement,  Pemploi  du  symbole  serait  ill£gitime  :  dire  que 
cette  s&rie  est  divergente  est  encore  plus  incorrect.  Dans  ces  fa- 
gons  de  parler,  ce  n'est  pas  a  la  somme  de  la  serie  qu'il  faut  pen- 
ser,  mais  uniquement  a  la  lot  de  succession  des  termes  de  la  serie. 
Pour  que  le  langage  fut  irrdprochable,  il  faudrait  employer  des 
mots  diflferents. 

2.    Nous   allons  donner  maintenant  les  propositions   elemen- 
taires  relatives  aux  produits  infinis  (1). 
Considdrons  la  suite  infinie 


n- 
et  posons 


On  aura  6videmment 


Pfl  = 

de  sorte  que,  n  grandissant  ind^finiment,  P/z  tendra  ou  non  vers 
une  limite  suivant  que  la  serie 

i  -t-  ai  4-  #2  PI  -1-  .  .  .  -h  an  Pn~i  •+-  a>n+i  Pn  +  •  •  • 

sera  convergente  ou  non,  et  cette  limite,  si  elle  existe,  sera  la 
somme  de  la  s^rie. 

Si  cette  s£rie  est  convergente,  leproduit  infini 


(l  -+-  «i)  (1+  «s)  • 

a  done  un  sens  et  Ton  peut  lui  donner  pour  valeur  la  somme  de 


(*)  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  le  Traite  d' Analyse  de  Cauchy  et  le  M^~ 
moire  de  M.  Weierstrass  :  Ueber  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
(Crelle,  t.  51);  nous  empruntons  I'emploi  de  la  s^rie  que  nous  nommons  e'qui- 
valente  &  M.  Mittag-Leffler  (Acta  mathematica,  t.  I,  p.  3o). 
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la  serie  :  celte  serie  est  dite  tquivalente  au  produit  infini;  a*, 
rto,  ...,  <&„,  ..*  sont  les  termes  du  produit  infini;  i4-0<, 
i  +  a,/...,  i  +  tf/o  •  -•  en  sont  les  facteurs,  Toutefois,  afin  de 
conserver*  Jux  produits  infinis  les  proprietes  essentielles  d'un 
nombre  limite  de  facteurs,  nous  ne  laisserons  pas  a  la  notion  de 
produit  iiifmi  la  gene'ralite'  qui  precede. 

3.  Avant  de  preciser  les  restrictions  qui  vont  etre  apportees  a 
cette  notion,  considerons  le  cas  ou  chacun  des  termes  an  est  reel, 
posilif  ou  mil.  Les  nombres  P«,  P2?  .  .  .  ,  P/z,  -  -  -  sont  alors  posi- 
tifs  et  au  moins  egaux  a  un;  la  serie  a  termes  positifs,  Squivalenle 
au  produit  infini 


ne  peut  etre  convergente  qiie  si  la  s6rie 


est  elle-m6me  convergente.  R6ciproquement,  si  cette  derniere  se- 
rie est  convergente,  P*  tend  vers  une  limite  quand  n  augmente 
ind^finiment. 

En  effet,  lorsque  n  augmente,  P^  ne  pent  qu'augmenter;  afin  de 
prouver  que  Pfl  a  une  limite  pour  n  infini,  il  suffit  done  de  prouver 
que  P/2  reste  to  u  jours  inf^rieur  a  un  nombre  fixe.  Or  imaginons 
qu'on  d6veloppe  le  produit 


et  qu'on  1'ecrive 

.  .  .  •+•  ^«  -t-  ai  a2  -H  . 


en  posant 

A;i 

et  en  designant  par  A  la  somme  de.  la  serie  convergetite 


on  voit  de  suite  que  Ton  a 
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et  la  proposition  est  ainsi  demontr^e.  II  est  a  peine  utile  de  dire 
que  la  serie  ^quivalente  au  produit  infini,  dans  laquelle  la  somme 
des  n  H-  i  premiers  termes  est  egale  a  Pw,  est  alors  convergente. 

Ainsi,  lorsque  les  nombres  a{9  a*,  .  .  .  ,  an,  •  -  •  sont  posilifs  ou 
mils,  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que 


ait  une  limite  pour  n  infini  est  que  la  serie 

-  •  •  "I-  ati  -r-  •  -  • 


soit  convergente.  S'il  en  est  ainsi,  cette  limite,  qui  est  la  valeur 
du  produit  infini 

(r-4- 


se  repr^sente  par  le  symbole 

n=zca 

JJ(H-«n). 
n  =  l 

4.  En  supposant  qu'on  se  irouve  dans  les  conditions  prec<3- 
dentes,  nous  allons  demontrer  que  la  valeur  du  produit  infini  est 
independante  de  1'ordre  de  ses  facteurs. 

Supposons?  en  effet,  que,  en  rangeant  d'une  fagon  quelconque 
les  termes  (tons  positifs)  de  la  suite 

#ll        ^2;        •  ••  >       ani    •    •  '  •  t 

on  obtienne  la  suite 


et  soit 


Le  produit  d'autant  de  facteurs  que  Ton  voudra  pris,  chacun  une 
fois,  parmi  les  nombres  i  -t-  an  ou  i  +  bn,  est  inf^rieur  a  P;  done 
te  produit  infini  dont  le  ni6me  facteur  est  i  4-  bn  est  convergent  et 
sa  valeur  est  au'  plus  egale  ^  P*  D'autre  part,  si  Ton  choisit  arbi- 
trairement  un  nombre  Q  plus  petit  que  P,  on  peut  determiner  un 
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entier  positif  h  tel  que  le  produit 


soit  plus  grand  que  Q;  si  la  suite 

61,     6-2,      •• 
contient  tons  les  terines  de  la  suite 

le  produit 

(l+ 

depassera  Q;  done  la  valeur  du  produit  infini 


ddpasse  Q  :  elle  est  done  egale  a  P. 

5.  Supposons  maintenant  que  a<,  aa,  ...,(2/2,  ...  soient  des 
nombres  quelconqnes,  r^els  ou  imaginaires  :  nous  dirons  que  le 
produit  infini 


est  absolument  convergent,  si  la  serie 


est  absolument  convergente. 

Nous  allons  montrer  que  le  produit  P^  des  n  premiers  facteurs 
d'un  produit  infini  absolument  convergent  tend  vers  une  limite 
quand  n  augmente  indefiniment.  Cette  limite,  qui  est  la  valeur  du 
produit  infini,  se  repr^sente  encore  par  le  symbole 

n=ao 

JJ  (!  +  «»). 

n-l 

Nous  montrerons,  en  outre,  que  cette  valeur  ne  depen4  pas  de 
1'ordre  des  facteurs  et  qu'elle  ne  peut  etre  nulle  que  si  Tun  des 
facteurs  est  mil.  Nous  emploierons  d'ailleurs,  pour  les  produits 
infinis  comme  pour  les  series,  les  memes  expressions  incor- 
rectes  (n°l)  consacr^es  par  1'usage. 
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6.  Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  :  Si,  dans  un  poly- 
nome  entier  en  a\  ,  a2,  .  .  .  ,  an,  a  coefficients  r£els  et  positifs,  on 
remplace  a^  <22,  .  .  .  ,  an  par  leurs  valeurs  absolues,  on  obtiendra 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  de  ce  polynome,  et 
cette  somme  sera  superieure  ou  egale  a  la  valeur  absolne  du  po- 
lynome. Or  le  polynome 

i  -4-  c&i  -4-  ct$  -+-  .  .  .  4-  a/z,  -4-  a\  a%  -+-  .  .  .  4-  ct\  #2  .  •  .  ct>n  : 

que  Ton  obtient  en  eflectuant  le  d^veloppement  de  P/z,  a  ses  coef- 
ficients positifs  :  de  m£me,  si  m  d6signe  un  entier  plus  grand 
que  ft,  on  Toil  de  suite  que  le  developpement  efFectue  de  Pm 
contient,  outre  les  termes  qui  figurent  dans  P/z,  d'autres  termes  a 
coefficients  positifs;  il  en  re*sulte  que,  si  Ton  regarde  Pm  —  P/2 
comme  un  polynome  developpe  et  r^duil?  les  coefficients  de  ce 
polynome  seront  positifs.  De  la  resultent  les  consequences  sui- 
vantes  : 

Si  Ton  d£signe  en  general  par  P^  le  re'sultat  obtenu  en  rempla- 
gant,  dans  P«?  a\^  a2,  .  .  .,  an  par  leurs  valeurs  absolues,  on  aura 


il  est  a  peine  utile  de  dire  que  P'm  —  P^  est  positif  ou  nul.  Des 
inegalites  analogues  ont  evidemment  lieu,  si  Ton  considere,  a  la 
place  de  Pm,  P/z,  des  produits  forme's  avec  un  nombre  fini  de  fac- 
teurs  pris  dans  le  produit  infini,  mais  qui  ne  sont  pas  les  premiers 
facteurs  de  ce  produit,  pourvu  que  la  premiere  expression  con- 
tienne  tous  les  facteurs  qui  figurent  dans  la  seconde. 

Ceci  pose*,  puisqu'on  suppose  convergente  la  se*rie  a  termes  po- 
sitifs ou  mils 


le  produit  infini,  a  termes  positifs  ou  nuls, 


est  convergent  :  soit  P'  sa  valeur.  Puisque  P^  admet  une  limite 
pour  n  infini,  a  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  entier  po- 
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sitif  p,  tel  que  1'on  ait 

p'      P'  ^  - 

rpi  —  rv  <-  * 

sous  les  seules  conditions 


on  en  conclut,   d'apres  la  remarqite  pr£cedente,  que,   sous  Jes 
m  ernes  conditions,  on  a 

'         |P^-Pv|<£ 

et,  par  consequent,  P/2  admet  une  limite  pour  n  infini.  C'est  la 
premiere  des  propositions  annoncees. 

7.  Cette  limite  est  ind^pendante  de  1'ordre  des  facteurs. 

Supposons  en  effet  que,  en  rangeant  autrement  les  termes  de 
la  suite  #{,  <72?  .  ..,  aftj  .  ..,  on  obtienne  la  suite  b\,  b%:  .  .., 
6/0  ....  Le  produit  infini 


sera  convergent  et  aura  pour  valeur  P  (n°  4)  ;  d^signons  en  g£n6ral 
par  Q^  le  produit  de  ses  n  premiers  facteurs  et  par  Q^  le  produit 
des  n  premiers  facteurs  du  produit  infini 


produit  infini  qui  est  absolurnent  convergent  puisque  la  serie 


est  convergente,  et  dont  il  faut  montrer  que  la  valeur  est  £gale  a 
celle  du  produit  infini 


Puisque  les  deux  produits  infinis 
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ont  la  meme  valeur,  on  peut  faire  correspondre  a  chaque  noinbre 
positif  e  un  entier  positif  p  tel  que  Ton  ait 


sous  les  seules  conditions  u.  >/>,  v  >/?.  Or  si  Ton  suppose  JJL  assez 
grand  pour  que  tous  les  facteurs  qui  figurent  dans  PV  figurent 
aussi  dans  Q^,  on  aura,  d'apres  une  remarque  anterieure, 

IQ^-PV|<Q^-P; 

et,  par  suite, 

IQn-PvK*. 

Si  done  Ton  fait  croitre  [JL  indefiniment,  on  aura,  en  d^signant 
par  Q  la  limite  de  Q^  pour  p.  infini, 


et  enfin,  en  faisant  croitre  v  inddfiniment, 

IQ-Plis. 
C'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

8,  II  reste  enfin  a  prouver  que?  si  la  s^rie 


est  convergent,  le  produit  infini 


ne  peut  elre  mil  que  si  Tun  de  ses  facteurs  est  nul. 
Supposons  d'abord  qae  Ton  ait,  quel  que  soit  n, 

\<*n\<  I? 

nous  allons  montrer  que  P  ne  peut  6tre  nul.  On  a,  en  effet,  en 
conservant  toujours  les  monies  notations, 
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d'ailleurs  le  produit  infini 


n 

est  absolument  convergent :  en  effet,  les  series  a  termes  positifs 

72  =  00 

2 


i-f-  an 

n=l 


sont  convergentes  en  meme  temps,  puisque  le  rapport  des  termes 
de  rang  n  dans  ces  deux  series  est  1 1  -+-  an  |,  quantity  qui  a  pour 
limite  1'unite  quand  n  axigmente  indefmimenL  II  resulte  de  la  que 
le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  ce  prodait  infini  tend  vers 
une  limite;  par  consequent,  P/z  tend  vers  une  limite  qui  riest  pas 
nulle;  c'est  ce  qu'il  fallait  ^tablir. 

Ne  faisonsmaintenantaucune  restriction  sur  les  facteurs 
en  supposant  toujours  convergente  la  serie 


Si  Ton  suppose  m  >  n,  on  a  evidemment 


d'ou,  en  faisant  grandir  m  indeTmiment, 

P  =(i-h  «i)(i  -i-as) . . .  (i-h  a/j)  II 

or,  puisque  Pon  a 

lim.  a^  =  o, 

on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  Pon  ait,  quel  que  soit  v, 
des  lors  le  produit  infini 
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aura  une  valeur  differente  de  zero;  P  ne  pourra  done  £tre  mil  que 

si  le  pFadiait 

(H-  ai  )  (n-  a2)  .  .  .  (IH-  an,} 

est  mil,  et,  par  consequent,  si  Pun  des  facteurs 


est  nul.  C'est  ce  qu'il  fallait  d6montrer. 

9.  Nous  ajouterons  encore  la  remarque  suivante,  relative  a  la 
possibilite  de  grouper  les  facteurs  d'un  produit  infmi  absolument 
convergent, 

Tout  d'abord,  si  a^  a*,  .  .  .  ,  an^  ...  sont  des  nombres  positifs 
ou  nuls?  on  apercoit  immediatement  la  ve'rite'  de  la  proposition 
suivante  : 

Soient  n^n^  ,..,  np,  ...  des  entiers  positifs  croissants;  po- 

sons 

(i  -h  «i  )  (i-h  aa  )  .  .  .  ( 


Si  le  produit  infini 


est  convergent,  il  en  sera  de  m£me  du  produit  infini 


P=i 

et  les  deux  produits  infinis  aaront  la  m^me  valeur.  C'est  une  con- 
sequence immediate  des  definitions. 
Supposons  ensuite  que  le  produit  infini 


soit  absolument  convergent,  les  nombres  a^ 
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etant  d'ailleurs  reels  ou  imaginaires,  et  designons  par  i  +  B1: 
i  4-  B2,  .  .  •  ,  i  •+•  B;,,  .  .  .  ce  que  deyiennent  les  premiers  membres 
des  <§galiles  qui  d&Bnissent  i  H-  b^  i  4-  &2?  <  -  •  ,  i  +  &/>?  -  •  •  quand 
on  j  remplace  a1?  a2,  .  .  .  ,  anp,  ...  par  leurs  valeurs  absolues. 


bi  =  0,1  -+-  a*  -f-  ...  -i-  aWl 
et  les  ^galites  analogues  montrent  que  Ton  a 

Bo^]&al        (a  =  i,a,  ...) 
Le  prodait  infini 


etant  convergent  par  hypothese,  il  en  sera  de  m£me,  en  vertu  de 
ce  qui  a  el6  ^tabli  plus  haul,  du  produit  infini 


p=l 

la  convergence  de  la  s6rie 


qui  resulte  de  la  convergence  du  produit  infmi  precedent,  entraine 
la  convergence  de  la  s^rie 


p=i 
on  voit  done  d'abord  que  le  produit  infmi 


est  absolument  convergent.  Mais  il  est  manifeste  que  le  produil 
des/>  premiers  facteurs  de  ce  produit  infini,  qui  est  forme  des  np 
premiers  facteurs  du  produit  infini 

n  =  co 

JJ  I* -*"««), 
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ue  peut  avoir  d'autre  limite  que  la  valeur  de  ce  dernier  produit 
infini;  on  peut  done,  dans  ce  produit  infini,  grouper  les  facteurs 
comme  il  a  ete  explique.  D'ailleurs,  puisque,  dans  un  produit  in- 
fini  absolument  convergent,  on  peut  changer  1'ordre  des  facteurs, 
on  voit  que  le  groupement  des  facteurs  peut  etre  fait  d'une  facon 
arbitraire,  pourvu  que  chaque  groupe  ne  contienne  qu'un  nombre 
limite  de  facteurs. 

10.  Ainsi  les  proprietes  essentielles  des  produits  d'un  nombre 
Iimit6  de  facteurs  se  conservent  dans  les  produits  infmis  absolu- 
ment  convergents.  II  n'en  est  pas  de  meme  des  produits  infinis  qui 
ne  sontpas  absolument  convergents.  G'est  pourquoi  nous  ne  con- 
sidererons  ici  que  des  produits  infinis  absolument  convergents  et 
c'est  la  la  restriction  que  nous  avons  annoncee. 

Nous  adopterons  pQiir  les  produits  infinis  absolument  conver- 
gents des  notations  analogues  a  celles  que  nous  avons  adoptees, 
pour  les  series.  Ainsi?  si  les  deux  series 


_2H-  .  . 
sont  absolument  convergentes,  nous  representerons  par  le  symbole 


le  produit  des  valeurs  des  deux  produits  infinis 

77  =  00  n  =  » 

u  o  +  a»)>  n 

«=0  n~\ 

on  aura  d'ailleurs 

+  <*»)  =  (H-  «o) 


et  Ton  pourrait  adopter  une  infmitd  d'autres  modes  de  groupement 
des  facteurs. 
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II.  —  Series  &  double  entree. 

11.  Nous  avons  conside>e  jusqu'ici  des  suites 

#1?       #2?        •••?'#«> 

de  nombres  qui  dependent  uniquementd'un  indice,  chaque  indice 
indiquantle  rang  que  le  nombre  qui  en  depend  occupe  dans  la  suite : 
nous  allons  maintenant  considerer  des  ensembles  infinis  de  nombres 
dont  chacun  depend  de  deux  indices ;  un  quelconque  de  ces  nom- 
bres sera  represent^,  par  example,  par  le  symbole  aa?p,  a,  (3  etant 
des  nombres  entiers.  Donner  un  pareil  ensemble,  c'est  donner  la 
loi  qui  determine  un  terme  quelconque  lorsque  Ton  connait  ses 
deux  indices  et  leur  ordre.  On  pent  d'ailleurs  supposer,  sur  les 
indices  a,  j37  qu'ils  peuvent  prendre  ind^pendamment  toutes  les 
valeurs  entieres  et  positives,  ou  toules  lesValeurs  entieres  posi- 
tives, nulles  ou  negatives;  on  pent  aussi  supposer  que  Tun  d'eux 
ne  prend  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  ou  encore  convenir  d'ex- 
clure  telles  combinaisons  d'indices  que  Ton  voudra,  d'apres  une 
loi  arbitraire. 

Si  Ton  imagine  un  plan  ind^fini  decompose  en  carrds  par  des 
paralleles  a  deux  axes  rectangulaires,  distantes  de  Punite  de  lon- 
gueur, de  telle  fagon5  par  exemple,  que  le  centre  de  Tun  des  carres 
soit  a  1'origine  et  que  les  coordonnees  de  tous  les  autres  centres 
soient  deux  quelconques  des  nombres  o,  it  i,  dz  2,  r±  3,  . . . ;  on 
pent  inscrire  chaque  nombre  aK^  dans  celui  des  carres  dont  le 
centre  a  pour  abscisse  a  et  pour  ordonnde  (3 ;  on  aura  ainsi  con- 
stitue  un  tableau  a  double  entree;  des  cases  en  nombre  fini  ou 
inflni  peuvent  d'ailleurs  rester  vides. 

12.  II  convient  tout  d'abord  de  remarquer  qu'un  tableau  &  double 
entree  ne  constitue  pas  quelque  chose  d'essentiellement  distinct 
d'une  suite  ind^finie  de  nombres  ranges  lineairement,  ou  dont 
chacun  ne  depend  que  d'un  indice  (1).  En  d' autres  termes,  ^tant 
donn6  un  tableau  a  double  entree   de   nombres   aajp,  on   peut 
en  ranger  les  elements  dans  une  suite  lin^aire  b{,  b^  . . . ,  bn,  . . . 


(4)    C'est  14  un  cas  particulier  de   propositions  gdnerales  d^veloppe'es  par 
M.  Cantor. 
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de  telle  fagon  qu'on  puisse  trouver  pour  chaque  element  a^p  da 
tableau  le  terme  b/t  qui  lui  est  £gal  et  re"ciproquement. 

Conside"rons,  en  efFet,  les  divers  systemes  (*)  non  exclus  de 
deux  nombres  entiers  (a,  p)  ;  nous  allons  montrer  qu'on  peut 
e"tablir  entre  ces  systemes  et  les  nombres  entiers  positifs  iy  2,  .  .  .  , 
n,  ...  une  correspondance  telle  que,  £  chaque  systeme,  corresponde 
un  entier  positif  et  un  seul  et  que,  a  chaque  nombre  entier  positif, 
corresponde  un  systeme  non  exclu  etun  seul;  une  correspondance 
satisfaisant  a  ces  conditions  est  dite  univoque  et  reciproque.  Cette 
correspondance  etablie,  il  suffira  de  convenir  que  Ton  a 


toutes  les  fois  que  le  systeme  (a,  P)  et  1'entier  positif  n  se  cor- 
respondent, pour  avoir  transforme  le  tableau  a  double  entree  en 
une  suite  lineaire,  on  la  suite  lindaire  en  un  tableau  a  double 
entree. 

Quant  a  la  possibility  d'etablir  une  telle  correspondance,  on  la 
mettra  en  evidence,  si  1'on  veut,  comme  il  suit. 

Essayant  de  ranger  sur  une  m£me  ligne  tons  les  systemes  diffe- 
rents  non  exclus,  on  conviendra,  par  exemple,  de  placer  sur  cette 
ligne  le  systeme  (a,  £})  avant  le  systeme  (a',  P')  si  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  nombres  a,  p  est  inferieure  a  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  nombres  a',  p';  il  ne  restera  plus  alors  qu'a 
indiquer  comment  on  range  sur  cette  ligne  ceux  des  systemes  non 
exclus  pour  lesquels  la  somme  des  valeurs  absolues  des  nombres 
qui  les  composent  est  egale  a  un  nombre  entier  positif  donne"  N. 
Or  ces  systemes  sont  en  nombre  e>idemment  fini,  et  Ton  pourra 
adopter  pour  les  ranger  telle  loi  que  Ton  voudra;  en  supposant, 
par  exemple,  que  Ton  ait 

j«lH-lp|  =  l«fl-HP'l> 

on  pourra  convenir  de  placer  le  systeme  (a,  [i)  avant  le  systeme 
(a;,  p;)  si  la  premiere  des  differences  a;  —  a,  p;—  P  qui  n'est  pas 
nulle  est  positive.  Deslors  tons  les  systemes  possibles  sont  ranges 

(*)  Nous  entendons  par  systeme  de  deux  nombres  Fensemble  de  ces  deux 
nombres?  ensemble  dans  lequel  il  faut  tenir  compte  de  1'ordre  de  ces  nombres. 
Deux  systemes  de  deux  nombres  sont  identiques  si  les  elements  de  ces  systemes 
sont  les  memes  et  sont  range's  dans  le  meme  ordre. 
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d'une  fagon  determined;  d'abord  vient  le  systeme  (o,  p)  s'iln'est 
pas  exclu,  puis  les  systemes  (—  i  ,  o),  (o,  —  T),  (o,  i),  (i,  o),  puis 
ceux  pour  lesquels  la  somme  des  valeurs  absolues  des  elements  est 
egale  a  deux,  puis  les  systemes  pour  lesquels  cette  somme  est  egale 
a  trois,  etc.;  il  suffit  maintenant  de  faire  correspondre  chaque 
systeme  a  son  rang  dans  la  suite  lineaire  ainsi  formee  pour  realiser 
la  correspondance  univoque  et  reciproque  dont  il  a  e*te  parle*  plus 
haut. 

On  voit  tout  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  la  fae^on  dont  on  a 
elabli  cette  correspondance  etil  est  manifeste  qu'elle  aurailpu  £tre 
etablie  d'une  infinite  d'autres  fagons.  En  particulier,  la  represen- 
tation geometrique  qui  a  ete  de"crite  precedemment  fournit  aise- 
ment  des  moyens  de  realiser  celte  correspondance  ou,  ce  qui  revient 
au  m£me,  de  designer  sans  ambigui'te'  chaque  case  du  tableau  par 
un  seul  en  tier  positifau  lieu  de  la  designer  par  les  deux  entiers  a,  p 
qui  sont  les  coordonnees  de  son  centre;  on  donnera,  par  exemple, 
le  n°  i  a  la  case  (o,  o)  qui  contient  Forigme^  puis,  tournant  une 
premiere  fois  autour  de  cette  case  a  partir  du  carre  qui  a  son  centre 
surlapartie  positive  de  Taxe  des  x,  on  affectera  des  nns  2,  3,  4; 
5,  6,  7,  85  9  les  hnit  cases  (i,  o),  (i,  i),  (o,  i),  (—  i,  i),  (—  i,  o), 
(  __  i?  —  i)?  (o,  —  i),  (i,  —  i);  puis,  tournant  une  seconde  fois 
aulour  des  cases  pr^cedenres,  on  donnera  les  nos  10,  n,  .  ..,25aux 
seize  cases  (2,  o),  (2,  i),  .  .  .,  (2,  —  i).  On  continuera  de  la  m^me 
fa9on;  au  /*i6me  tour  on  affectera  des  nos 


les  8r  cases  que  Ton  rencontre. 

Dans  tous  les  ensembles  de  nombres  aa,  p  que  nous  consi- 
derons?  nous  supposerons  toujours,  pour  simplifier  le  langage, 
que  les  indices  a;  ^  puissent  prendre  toutes  les  valeurs  entieres 
positives,  nulles'et  negatives,  sans  exclusion.  On  devra  alors  poser 
<7a?p=  o  quand  le  systeme  particulier  (a,  (3)  est  exclu,  ou  bien,  si 
1'on  pre'fere  ne  pas  introduire  ces  termes  nuls,  on  supprimera, 
dans  les  sommations  dont  il  va  6tre  question,  les  termes  aa,(3  q^i 
correspondent  aux  systemes  d'indices  (a,  p)  exclus. 

13.  Soit  done  un  ensemble  de  nombres  #a,p.  Snpposons  qu'on  ait 
adopte  entre  les  divers  systemes  (a,  (3)  forme's  avec  deux  nombres 
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entiers  positifs,  nuls  ou  negatifs  et  les  nombres  entiers  positifs 
T,  2,  .  ..,  /i,  ...  une  correspondance  univoque  et  reciproque 
telle  que  1'une  de  celles  qui  ont  &t&  d^crites  plus  haul,  puis  que 
1'on  fasse 

#a,p  =  %>n 

toates  les  fois  que  le  systeme  (a,  (3)  et  le  nombre  n  se  correspon- 
dent; alors  la  suite  lineaire 


contiendra  line  fois  chacun  des  nombres  a^  et  ne  contiendra  pas 
d'autres  nombres. 

Inversement,  etant  donn^e  une  pareille  suite  lineaire,  on  peut  en 
disposer  les  elements  dans  un  tableau  a  double  entree. 

Supposons  d'abord  que  tons  les  nombres  aa?p  et,  par  suite, 
tous  les  nombres  bn  soient  positifs  ou  nuls. 

On  dira  que  ces  nombres  a^  p  sont'les  termes  d'une  serie  con- 
vergente  a  double  entree,  si  la  somme  d'autant  de  termes  que 
Ton  veut  pris  parmi  ces  nombres,  chacun  n'elantpris  qu'ane  fois, 
reste  ton  jours  inferieure  a  un  nombre  fixe  A;  des  lors  il  est  clair 
que  la  s^rie  a  termes  positifs  ou  nuls 


est  convergente  et  que  sa  somme  S  est  au  plus  egale  a  A. 

R^ciproquement,  si  cette  derni&re  serie  est  convergente  et  a 
pour  somme  S,  la  s^rie  a  double  entree  est  aussi  convergente, 
d'apr^s  la  definition  pr^cedente,  puisque  la  somme  d'autant  de 
termes  que  Ton  veut  pris  dans  le  tableau  a  double  entree  est 
inferieure  a  S.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  dans  la  suite  bi  , 
62,  .  .  .,  b,i,  .  .  .  ,  ou  dans  le  tableau,  assez  de  termes  pour  que 
leur  somme  d^passe  tel  nombre  que  Ton  voudra,  inferieur  a  S.  II 
en  r^sulte  qne  la  somme  S  est  independante  du  mode  special  de 
correspondance  que  Ton  a  adopt6  entre  les  systemes  (a,  [J)  et  les 
entiers  positifs  n.  C'est  le  meme  raisonnement  que  Ton  emploie 
pour  prouverque,  dans  une  s&rie  convergente  a  termes  positifs  ou 
nuls,  on  peut  intervertir  Pordre  des  termes;  c:est,  au  fond,  le 
m^me  theoreme. 

Nous  dirons  parfois  que  S  est  la  somme  de  la  serie  a  double 
entree. 

T.etM.  —  T. 
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14.  Ceci  pose,  on  va  prouver  les  propositions  suivantes  : 
1°  Les  series  a  termes  positifs  ou  nuls 


sonf  convergentes. 

Nous  rappelons,  une  fois  pour  toutes,  ce  qui  a  ete  dit  an  n°  1, 
qu'un  pareil  symbole  designe  le  nombre  obtenu  en  ajoutanl  les 
sommes  des  deux  series 


',  serie  ct  termes  positifs  ou  nuls 


<?5^  convergence  et  sa  somme  est  egale  a  S. 

Les  series  (i)  sont  convergences,  comme  toules  celles  dont  les 
termes  figurent,  chacun  une  fois  an  plus,  dans  la  suite  6<  ,  &2?  •  •  •  , 
bn,  .  .  .  ,  et  leurs  sommes  sont?  au  plus,  egales  a  S.  L'emploi  des 

symboles  ^X^a,  p?  $0.  ^st  done  legitime  :  il  est  commode  de  dire 


que  sa  reprdsente  la  somme  de  tous   les    termes   du  tableau   a 
double  entree  qui  figurent  dans  une  meme  ligne  horizontale. 

Soient  p  et  q  deux  entiers   positifs.  Designons   par  le   sym- 
bole s      la  somme 


il  est  clair  que  les  n  ombres  ^a,<??  tous  inf^rieurs  a  S,  vont  en  aug- 
mentant  quand  a  reste  fixe  et  que  le  nombre  positif  q  va  en  aug- 
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mentant;  quand  ce  nombre  augmente  indefmiment  ,  sK:q  a  pour 
limite  sa, 

Designons  par  le  symbole  dp^q  la  somme 


dp^q  peut  aussi  £tre  regard^  comme  la  somme  de  tous  les  nombres 
aa?p,  dans  lesquels  le  premier  indice  est,  en  valeur  absolue,  Jnfe- 
rieur  ou  £gal  a  p  et  dont  le  second  indice  est,  en  valeur  absolue, 
inferieur  ou  egal  a  q.  Ce  nombre,  positif  ou  mil,  dp^qtt  est  done 
aussi  au  plus  egal  a  S,  quels  que  soient  p  et  q.  D'ailleurs,  dp^q  ne 
pent  qu'aller  en  augmentant  quand  1'un  des  indices  augmente; 
lorsque,  p  restant  fixe,  q  augmente  indefiniment,  dp^q  tend  done 
vers  une  limite  au  plus  egale  a  S.  Cette  limile  n'est  autre  chose 
que  la  somme 


par  consequent,  la  somme  d'autant  de  termes  que  Ton  voudra, 
pris,  chacun  une  fois,  parmi  les  nombres  $&,   esl  au  plus 
a  S.  II  en  r^sulte  que  la  s^rie 


est  convergente,  et  que  sa  somme  est  au  plus  £gale  a  S.  II  est  aise 
de  yoir  qu'elle  est  pr6cisdment  6gale  ^L  S,  car  elle  d^passe  tout 
nombre  B  inf^rieur  a  S.  On  peut  prendre,  en  effet,  dans  le  ta- 
bleau, assez  de  termes  pour  que  leur  somme  depasse  B,  ce  qui 
revient  a  dire  qu'on  peut  prendre  p  et  q  assez  grands  pour  que 
tfp^q  d£passe  B;  mais  la  limite,  pour/?  infini,  de  df,  ne  peut  pas 
dtre  inferieure  a  dp^q-  cette  limite  est  done  superieure  a  B. 
On  a  done,  en  resume, 


=2'«-2    2  --.- 


II  est  clair  que,  au  lieu  de  faire  la  somme  sa  des  termes  conte- 
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nus  dans  chaque  ligne  horizontal,  puis  la  somme 

a=-h*J 

2* 

«=— » 

de  toutes  ces  sommes  parlielles,  on  anrait  pu  aussi  bien  faire  la 
somme  de  tous  les  termes  contenus  dans  chaque  ligne  verticale, 
puis  la  somme  de  toutes  les  sommes  partielles  ainsi  obtenues.  En 
d'autres  termes,  on  a  aussi 

ft  —  -i_  ~-  /  a  =  -f-  oo          \ 

2  a«'0' 


On  6crit  souvent,  d'une  fagon  plus  abregee, 

•> 

s  = 


en  n'indiquant  pas  1'ordre  dans  lequel  s'effecluenl  les  somma- 


tions. 


. 
R6ciproquement,  si,  6to.nl  donnd  le  tableau  de  termes  positifs 

nuls  a*^  les  series  *a=a«»P  sont  converSentes'  alnsi 


la  serie  V  $a,  et  que  Ton  designe  encore  par  S  la  somme  de  cette 

a 

derniere  s6rie,  on  voit  de  suite  que  la  seVie  a  double  entree  est 
conyergente,  parce  que  la  somme  d'autant  de  termes  que  Ton 
veut,  pris  dans  le  tableau,  ne  peut  d^passer  S;  alors  la  serie 


est  forcMent  convergente.  Sa  somme  est  done  ^gale  a  S,  d'apres 
le  th^oreme  qui  ^ient  d'etre 


15.  Pla^ons-nous  maintenant  dans  le  cas  ge'ne'ral  ou  les  nom- 
bres  #a,p  sont  quelconques,  r^els  ou  imaginaires. 

On  dira  que  la  se'rie  a  double  entree,  dont  les  termes  sont  aa,p, 
est  absolument  convergente,  si  ]a  s^rie  -a  termes  positifs  ou  nxils, 
dont  les  termes  sont  |  aa?p  ,  est  convergente, 
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Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  5  la  serie 


dont  les  termes  sont  toujours  les  nombres  #ajp  ranges  dans  une 
suite  lin£aire,  est  alors  absolument  convergente.  D^signons-en 
encore  la  somme  par  S,  et.soit  S'  la  somme  de  la  serie  a  termes 

positifs  ou  nuls 

1^1  +  16,1+...+  !^]+..., 

On  a  alors  les  theoremes  suivants  : 
i°  Les  series 


sont  absolument  cojivergentes. 

Cela  r^sulte  immddialemenl  de  ce  qne  Ton  a  demontre,  dans  le 
numero  precedent,  que  les  series 


sont  convergentes. 

a°  Soit 

%=  2j  ^a,p; 
P 

La  serie 


est  absolument  convergente,  et  sa  somme  est  egale  dS. 

Si  Ton  pose,  en  effet,  p  et  q  d^signant  toujours  des  nombres 
entiers  positifs  quelconques, 
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il  est  clair  que  Pon  aura,  pour  chaque  entier  positif  p  et  chaque 
entier  positif  #, 


d'ailleurs  sa  est  la  Hmite,  pour  q  infmi,  de  s^q.  SI  done  on  de- 
signe  par  4  la  limite,  pour  q  infini,  de  4,y?  on  aura  necessaire- 
ment 


Mais,  d'apr&s  le  'paragraphe  pr£c6dent,  la  s£rie  a  termes  positifs 
ou  nuls 


est  convergent^;  done  la  s6rie 


est  absolument  convergente.  Ilreste  a  prouver  que  sa  somme  est 
^gale  a  S. 

Or  si,  apr^s  avoir  choisi  les  entiers  positifs  p  et  y,  on  choisit 
Tentier  positif  772,  superieur  a  tous  les  entiers  positifs  qui  corres- 
pondent a  ceux  des  systemes  (a,  (3)  pour  lesquels  on  a 


il  est  clair  que  la  difference 

•  •  •  •  -H  bm  —  tfp,  q 


ne  sera  autre  chose  que  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes 
du  tableau  a^  p;  on  aura  done 


le  second  membre  etant,  de  lui-meme,  positif  ou  nul.  Faisons 
croitre  m  ind^fmiment  ;  cette  inegalite  ayant  toujours  lieu,  on  en 

deduira 

|S-tfMI^S'-<^^; 

si  Ton  fait  ensuite  croitre  q  indefiniment,  dp^q  et  d'p^q  tendront 
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respeclivement  vers  leurs  limites 


et  Ton  aura  done 

lS-o>|<S'-tfj,. 

Mais,  lorsque  /?  augmente  indefiniment,  o^  a  pour  limite  S';  il 
faut  done  que  dp  ait  pour  limite  S.  En  d'autres  termes,  on  a 


II  est  a  peine  utile  de  faire  observer  que  I'on  pourrait  effectuer 
les  sommations  partielles  par  lignes  verticales,  au  lieu  de  les  effec- 
tuer par  lignes  horizontals,  et  encore  d'une  infinite  (Tanlres  ma- 
nieres,  en  raison  de  ce  que  la  correspondance  entre  les  sjs- 
lemes  (a,  (3)  et  les  entiers  positifs  i,  2,  .  .  .,  H,  .  .  .  est  arbitraire, 
ou  encore,  en  raison  de  ce  que  les  termes  de  la  serie 


peuvent  ^tre  ranges  arbitrairement.  Au  fond,  on  est  parvenu  a  une 
generalisation  complete  dn  theoreme  sur  la  possibilite  de  grouper 
arbitrairement  les  termes  d'une  serie  absolument  convergenLe,  la 
restriction  que  le  nornbre  de  termes  contenus  dans  chaque  groupe 
est  fmi  6tant  supprim^e  :  il  peut  y  avoir  un,  plusieurs,  une  infi- 
nite" de  groupes  qui  soient  eux-memes  des  series, 

16.  II  peut  etre  utile  de  faire  observer  que  si,  e*tant  donne  le 
tableau  a  double  entree  aajp7  on  savait  que  les  series 


sont  absolument  convergentes,  ainsi  que  la  serie 


on  ne  devrait  pas  en  conclure  que  la  serie  a  double  entree  dont  les 
elements  sont  |  a#£  \  est  convergente. 
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17.  Comme  application  du  theoreme  general  qui  vient  d'etre 
demontre,  signalons  ce  fait  que,  si  deux  series 


.  -+•  wa  -i-  .  .  .  , 
PI  4-  *>2-4-...-f-  pp-K.  . 

sont  absolument  convergentes,  il  en  est  de  meme  de  la  s&rie  a 
double  entree  dont  le  terme  general  eat  z/a*'p>  les  indices  a,  (3  ne 
pouvant  prendre  ici  que  des  valeurs  positives.  En  rangeant  ensuite 
les  termes  de  cette  serie  a  double  entree  en  une  serie  lineaire,  de 
facon  que  les  termes,  dans  lesquels  la  somme  des  indices  est  la 
meme,  se  suivent,  on  retrouve  la  r&gle  ordinaire  de  la  multiplica- 
tion des  series. 

18.  Voici  une  autre  application  tres  inaportante  dans  la  th^orie 
des  fonctions  elliptiques. 

Soit 

X#2-H  ap.a?y  H-  vj2 

une  forme  du  second  degre  dont  les  coefficients  )v,  pi?  v  soient 
reels;  su,pposons,  de  plus,-  que  cette  forme  soit  positive,  c'est- 
a-dire  que  Ton  ait 

1>0;       Xv-[JL2>0J 

en  sorte  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  reelles  que  Ton  mette 
dans  la  forme  a  la  place  de  #,  y:  on  trouve  un  resultat  positif, 
sauf  dans  le  cas  ou  1'on  ferait  x  =  o?  y  =  o. 

Nous  supposerons  qu'on  remplace  x,y  par  les  divers  systemes 
de  deux,  nombres  entiers  positifs}  n^gatifs  ou  nuls  (a,  (3),  en  ex- 
cluant  toutefois  la  combinaison  a  =  o,  (3~o,  et  nous  considd- 
rerons  la  s^rie  a  double  entree  dont  le  terme  general  est 


cherchons  pour  quelles  valeurs  du  nombre  positif  p  cette  serie 
est  convergente. 

Pour  faire  correspondre  les  systemes  de  nombres  entiers  (a,  (3) 
aux  nombres  i,  2,  . . . ,  /&,  . . . ,  nous  adopterons  1'un  des  precedes 
expliques  au  n°  12,  et  qui  consiste  essentiellement  a  ranger, 
sur  une  meme  ligne  horizontale,  les  systemes  (a/^)  pour  lesquels 
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on  a 

(i)  |a|H-|p|  =  7n, 

in  etant  un  entier  positif.  Liquation 

x  -+-y  =  m 

admet  in  -\-  i  solutions  distinctes  ou  x^  y  sont  aca  JUUJLJLUJIC=>  en- 
tiers,  positifs  ou  mils  :  en  tenant  compte  de  ce  que  les  systemes 
(a,  (3),  ( — a,  P)  ne  sont  distitfots  que  si  a  est  different  dezero,  on 
en  d^duit  que  liquation  (i)  admet  4m  solutions  distinctes.  Ceci 
pose,  la  suite  lineaire  des  quantites  (a,  (3)  sera  formee  en  plagant 
d'abord  les  quatre  systemes  pour  lesquels  |a|-f-l(i|  est  6gal  a  un, 
puis  les  huit  systemes  pour  lesquels  la  meme  quantit<§  est  egale  a 
deux,  . . . ;  de  cette  fagon,  le  tableau  a  double  entree  est  remplace 
par  une  s^rie  lineaire  a  termes  positifs ;  cette  derniere  serie  sera 
convergente  ou  divergente  en  meme  temps  que  la  sdrie  dont  on 
obtient  le  ml*me  terme  cm  en  reunissant  dans  un  meme  groupe  les 
4 m  termes  de  la  serie  primitive  pour  lesquels  |  a|  -h  |  (3 1  esl  egal 
a  m.  Nous  allons  evaluer  des  iimites  superieures  et  inferieures 
de  cm- 
On  a 


designons  par  g  le  plus  petit  des  nombres  positifs 

AV—  [J.3  XV  —  ^ 

et  par  h  le  plus  grand  des  nombres  X,  |  [x[,  v  ;  on  aura,  en  suppo- 
sant 

et  en  remarquant  que  Tun  des  nombres  a,  (3  est  en  valeur  absolue 
au  moins  £gal  ci  —  ? 

Am2  g  Xa2  -f-  2  jxap  -H  vp2  >  gm- ; 
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par  suite 

4  m  ^m 

Or  la  seric 

!> 

est  convergente  quand  on  a  r  >  i ,  divergente  quand  on  a  r  <  1 5  la 
serie  dont  le  terme  g£n<5ral  est  cm  sera  done  convergente  quand  on 
aura  2/7  —  i  >  i,  ou/?  >  i,  divergente  quand  on  aura/?!? i.  II  en 
sera  de  meme  de  la  serie  a  double  entree. 

On  arriverait  a  la  m£me  conclusion  en  utilisant  la  represen- 
tation geom^trique  d^crite  an  n°  12  et  le  mode  de  correspondance 
obtenu  en  tournant  successivement  autour  des  cases  ;  on  reunirait 
alors  les  termes  qui  se  suivent  dans  un  meme  tour. 

Ceci  pos6,  designons  par  #,  af,  b,  bf  des  nombres  r^els  quel- 
conques,  tels  cependant  que  ab! —  a!b  soit  different  de  zero,  de 
sorte  que,  si  Ton  pose 

A  et  B  soieM  deux  nombres  quelconques  soumis  a  cette  seule 
restriction  que  leur  rapport  ne  soit  pas  reel,  et  envisageons  la 
serie  a  double  entrde  dont  le  terme  general  est 


n  dtant  un  entier  positif  fixe ;  a  et  (J  peuvent  prendre  toutes  les 
valeurs  entires  positives,  negatives  ou  nulles  a  Texclusion  de  la 
combinaison  a  —  o,  (3  =  o. 

La  valeurabsolue  de  la  quantite  pr^cedente  sera 


ou  Ton  a  pos6,  pour  abr^ger? 


mais  alors  la  forme 
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est  positive,  car  la  quantity 


est  positive,  puisque  abr  —  a!b  est  suppose  different  de  zero; 
nous  sommes  done,  pour  la  se"rie  des  valeurs  absolu.es  des  termes 
de  la  serie  a  double  entree  conside*ree,  dans  le  cas  precedent  ;  la 
serie  des  valeurs  absolues  est  convergente  si  Ton  a 


divergente  dans  le  cas  contraire. 

Ainsi,  sous  les  hypotheses  pre'cedentes,  la  se'rie  a  double  entree 
dont  le  terme  general  est 


est  absolument  convergente  quand  Ventier  n  est  egal  ou  superienr 
a  trots  ;  elle  n'est  pas  absolument  convergente  pour  les  valeurs 
de  n  egales  a  nn  ou  a  deux. 

19.  On  pourrait  encore  considerer  des  series  a  entree  />uple  dont 
les  termes 


dependraient  de  p  indices  a,  (3,  .  .  .  ,  \.  On  montrerait  qu'il  est 
possible  d'etablir  entre  les  systemes  de/?  nombres  entiers 


et  la  suite  des  entiers  positifs  i?  2,  ...?  7^,  ...  une  correspon- 
dance  univoque  et  re'ciproque,  fondle  par  exemple  sur  le  fait  que 

Tequation 

|a|-h[pI-K..+  lX|  =  m, 

od  m  est  un  en  tier  positif,  n'a  qu'unnombrelimitede  solutions;  le 
reste  de  la  the'orie  de  ces  series  s'etablirait  comme  pour-les  series 
a  double  entree.  Le  lecteur  pourra,  parexemple,  s'exercer  a  ge'ne- 
raliser  la  premiere  partie  du  the'oreme  6tabli  dans  le  paragraphe 
pr6c6dent,  en  conside'rant  a  la  place  d'une  forme  quadratique  po- 
sitive a  deux  variables  une  forme  quadratique  positive  a  p  va- 
riables. 
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III.  —  Produits  infinis  &  double  entree. 

20.  On  peut  considerer  des  produits  infinis  a  double  entree 
comme  des  series  a  double  entree. 

Reprenons  les  notations  ant^rieures  et  supposons  les  termes 
<^a,  p?  ou  a,  [3  peuventprendre  toutes  les  valeurs  entieres,  positives, 
nulles  ou  negatives,  ranges  suivant  une  suite  lin^aire  b\,  Z>2,  .  .., 
&„,  .... 

Le  produit  infini  a  double  entree 


sera  dit  absolument  convergent  si  la  serie  a  double  entree  dont 
le  terme  general  est  a^$  est  absolument  convergent^  ;  la  valeur 
de  ce  produit  infini  est,  par  definition,  celle  du  produit  absolu- 
ment convergent 

72  =  00 

P  =  JJ  (!+»«)• 

71  =  1 

Nous  allons  prouver  que  cette  valeur  peul  etre  obtenue  par  des 
regies  analogues  a  celles  qui  concernent  les  series  a  double  entree. 

21.  Supposons  d'abord  que  toutes  les  quantites  aa?p  soient 
positives  ou  nulles. 

Le  produit  d'autant  de  facteurs  que  Ton  vent,  pris  parmi  les 
quanlit^s  i  +  aa?  p  est  au  plus  egal  a  P.  On  peut  prendre  assez  de 
facteurs  pour  que  leur  produit  d^passe  tel  nombre  que  Ton  veut 
inf^rieur  a  P: 

Soient  P)  q  deux  entiers  positifs  :  posons 


P=+<7 

I  -t-  IK  a  = 
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i  +  ~^P,q  peut  aussi  £tre  conside're  comme  le  produit  de  tous  les 
facteurs  i  +  aa?p  pour  lesquels  on  a 


p7?  sont  positifs  ou  nuls  et  Ton  a 


Quand  ^  augmente  indefiniment,  I-+-4,??  qui  augmente  avec 
tend  vers  une  limite  i  -f-  4?  et  1'on  a 


ou  le  second  membre  represente,  comme  il  a  6te  explique  (11°  10), 
le  produit  des  valeurs  des  deux  produits  infinis  dont  les  facteurs 
s'obtiennent  en  faisant  varier,  dans  <2a,(37  P  de  o  a  -4-  cc  et  de  —  i 
a  —  oo. 

D'aJlleurs,  si  dans  Finegalite 


on  fait  crottre  q  indefiniment,  on  voit,  en  se  reportant  a  la  defi- 
nition de  t  H-  \p^q  que  les  2/?  +  i  facteurs  qui  le  composent  ten- 
dent  respectivement  vers 

I  -4-  l-p,      I  H-  /-;JH-I.      .  .  .  ,      I  4-  /0, 
H-/1,         I-h/2,  ...,      H-J/», 

en  sorte  que  Ton  a 


Comme  les  nombres  /a  sont  positifs  ou  nuls,  on  en  conclut  que  le 
produit  infini 


est  convergent  et  a  une  valeur  6gale  ou  inferieure  ^  P.  Mais  Beetle 
valeur  ne  peut  etre  que  superieure  a  I  +  A^^;  or,  si  Ton  se 
donne  tin  nombre  positif  B  <  P  quelconque,  on  peut,  d'une  part, 
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prendre  n  assez  grand  pour  que  le  produit 


depasse  B  et,  d'autre  part,  prendre  p,  q  assez  grands  pour  que 
tous  les  facteurs  qui  precedent  entrent  dans  la  composition  de 
x  +  \^q  qui  sera  des  lors  superietir  a  B.  Done,  la  valeur  du  pro- 
duit infini,  etant  snperieure  a  B,  est  n^cessairement  egale  a  P. 

Remarquons  en  passant  que  la  .convergence  de  la  serie  a  termes 
posilifs  ou  nuls 


resulte  de  la  pre"ce*dente  analyse. 

22.  Supposons  maintenant  que  les  quantit^s  aajp  6tant  quel- 
conques,  reelles  ou  imaginaires,  la  se>ie  a  double  entree  dont  le 
terrae  general  est  |aa,p|  soit  convergente.  Conservons  les  meTnes 
significations  aux  quantites  /a,^,  \,q  et  posons 


Le  produit  infini 


esl  absoluraent  convergent  a  cause  de  la  convergence  de  la  s^rie  a 
termes  positifs 


La  valeur  de  ce  produit  infini  est  la  li  mite  i  -+-  4  de  i  +  l^q  pour  q 
infini,  et  Ton  peut  poser  encore 
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Si  1'on  fait  de  meme 


on  aura  evidemment 

Mais,  d'apres  le  nume'ro  precedent,  la  serie 

2'* 

a 
est  convergence ;  il  en  est  done  de  meme  de  la  s^rie 


et,  par  suite,  le  produit  infini 


est  absolnment  convergent.  Nous  allons  prouver  que  sa  valeur  est 
egal  ^L  P. 

Clioisissons,  a  eel,  effet,  un  entier  n  assez  grand  pour  que  tons 
les  facteurs  i  +  tfajp  tels  que  Ton  ait 


figurent  parnai  les  facteurs 


designons  par  P«  le  produit  de  ces  facteurs  et  par  P'n  le  produit 
des  facleurs 

I+^,       I 


D'apres  un  raisonnement  d6ja  employe  (n°  15),  nous  aurons  alors- 


d'ou,  en  faisant  croitre  n  ind^finiment  et  en  d^signant  par  P/  la 
limite  de  P^  pour  n  infini, 
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puis,  en  faisant  croitre  q  indefiniment, 


Mais,   lorsque  p   augmente   indefiniment,    la    limite   du    second 
membre  est  zero;  on  a  done  finalement 


Ponr  la  meme  raison 
P 


p=-t-oo  pa=H-«  -i 

=n  n^«^ 

[3=~as    Lci=— oo  J 


en  sorte  qu'on  pent  grouper,  soit  d'abord  par  lignes  horizontals 
et  r^unir  en  im  meme  produit  infini  les  produits  partiels  ainsi 
obtenns,  soit  d'abord  par  lignes  verticales  et  reunir  en  un  meme 
produit  infini  les  produits  partiels  ainsi  obtenus.  On  pourrait  en- 
core efiectuer  ces  gronpements  parliels  d7une  infinite  d'autres 
manieres. 
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CHAPITRE  II. 

DES  SERIES  ET  PRODUJTS  INFINIS  DONT  LES  TERMES 
DEPENDENT  D'UNE  VARIABLE. 


I.  —  Definitions  et  premieres  propositions. 

23,  Nous  n'avons  conside*re  jnsqu'ici  que  des  series  ou  des 
produits  infinis  dont  les  termes  ou  les  facteurs  dependent  unique- 
ment  de  leur  rang  ;  nous  allons  considdrer  maintenant  des  series 
ou  des  produits  infinis  dans  lesquels  ces  termes  ou  ces  facteurs 
dependent  d'une  variable  x  re"elle  ou  imaginaire. 

Consid6rons  tout  d'abord  une  telle  serie 

S  =  Ui  -+-  &2  H--  •  -H-  H/i-r-.  .  .  , 

et  supposons  qu'elle  soit  convergente  pour  chaque  valeur  de  x 
appartenant  a  un  certain  ensemble  defini  comme  on  le  voudra. 
Alors  la  somme  de  cette  se*rie  d6finit  une  fonction  (*)  dont  la  va- 
leur est  de*termine"e  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  a  cet 
ensemble. 

De"signons  par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  et  par  Rw  le 
reste  de  la  se"rie  limitde  au  terme  un,  c'est-a-dire  la  somme  de  la 
se"rie  convergente 


la  s6rie  proposee  est  dite  uniformement  convergente  pour  les 


(*)  Nous  entendrons  le  mot  fonction  sans  ^pithete,  dans  ce  sens  :  la  variable  y 
est  fonction  de  la  variable  inde"pendante  &t  si  la  valeur  de  y  est  de'termine'e 
quand  on  se  donne  la  valeur  de  x.  Gette  signification  du  mot  fonction  est  tres 
diffe"rente  de  celle  qu'il  prend  dans  1'expression  fonction  analytique. 
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valeurs  de  x  appartenant  a  Pensemble  considere  (<),  si,  a  chaque 
nombre  positif  e,  on  peut  faire  correspondre  un  entier  positif  /• 
tel  que,  sous  la  seule  condition 


1'on  ail 


quelle  que  soil  la  valeur  de  x  appartenant  a  1'ensemble  consider^. 
De  merne,  si,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  a   un 
ensemble,  le  produit 


est  absolument  convergent,   on  dira  qu'il  est  en 

mement  convergent  pour  toutes  ces  valeurs  de  x,  si,  a  chaque 

nombre  positif  e,  on  peut  faire  correspondre  un  entier  r  tel  que, 

sous  la  seule  condition 

n  >  /% 

Ton  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  a  Pensemble 


considere 

|  P  -  P« 


en  d^signant  par  P  la  valeur  du  produit  infmi  et  par  P/2  le  produit 
de  ses  n  premiers  facteurs. 

D'apres  cette  definition,  on  voit  que  le  precedent  produit,  sup- 
pose absolnment  convergent,  est  uniformement  convergent  si  la 
s&rie  equivaleute  a  ce  produit 


u-i  PI  •+-  «a  PS  -*-  •  •  •  -*"  UH  P«-i  ~H  *  •  • 
uniform&nenl  convergente. 
24.  5'W  a^zife  une  suite  de  nombres  positif  s  ou  nuls 


tels  que  la  serie 

5o/f  convergente,  et  que  Von  ait,  quelque  soit  n,  et  quelle  que 

(i)  Plus  brievemerit,  uniformement  convergente  dans  1'enserable  consider^. 
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soit  la  valeur  de  x  appartenant  a  V  ensemble  consider^ 


sere 

MI  -H 


£$£  absolument  et  uniformement  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  appartenant  a  V  ensemble  considers  et  il  en  est  de 
m&me  du  produit  injini({) 


(!+«„). 


=1 


Que  la  serie  soit  absolument  convergente,  cela  est  Evident, 
puisque  chacun  de  ses  ternies  est  moindre  en  valeur  absolue  que 
le  terme  correspondant  d'une  se"rie  convergente  a  termes  positifs. 
D'nn  autre  cote,  si  Ton  se  donne  un  nombre  positif  e,  on  pourra 
determiner  un  nombre  positif  r  tel  que  Ton  ait 


on  aura  done,  quel  que  soit/?,  sous  la  seule  condition  ra^r, 


et,  par  suite, 

et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  appartenant  a  1'ensemble 
consid^r^. 

Pour  ces  memes  valeurs,  le  produit  infini 


est  absolument  et  uniformement  convergent,  comme  on  s'en  con- 
vainc  de  suite  en  comparant  la  serie  e'quivalente  a  ce  produit  a  la 
s^rie  ^quivalente  au  produit  convergent 

n  —  « 
IX  ( 


(')  WEIEHSTRASS,  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre,  p.  70. 
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Mais  il  irnporte  de  remarquer  plus  generalement  que  si,  pour  un 
ensemble  de  valeurs  de  x,  la  serie  a  termes  positifs 


est  uniformement  convergente,  et  si  sa  somme  reste  inferieure 
a  un  nombre  fixe  A,  le  produit  infini 


sera  absolument  et  uniformement  convergent  pour  cet  en- 
semble de  valeurs  de  x,  ainsi  que  la  serie  equivalente 

i-h  MI-H  w2Pi-h.  .  .-t-  WrtPrt-i-f-  ---- 

En  effet,  les  quantites  P1  7  P2,  .  .  .  ,  P^,  .  .  .  ,  P  sont  toutes  infe- 
rieures  en  valeur  absolue  a 


or,  a  chaqne  nombre  positif  s,  on  pent  faire  correspondre  un 
entier  r  tel  que,  sous  la  condition  n  >  /',  on  ait 


on  aura  donc;  sous  les  monies  conditions, 

1  |  -h-  •  -<  6, 


et  cela  quelle  que  soil  la  valeur  de  x  appartenant  i  Pensemble 


2S*  Gonsid^rons  un  ensemble  (E)  de  valeurs  de  x  jouissant  de 
la  propri6t^  suivante  :  Quelle  que  soit  la  valeur  #0  appartenant  a 
Fensemble  considere  et  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e, 
il  existe  des  valeurs  de  x  appartenant  a  Fensemble  (E)  et  telles 

que  1'on  ait 

|  &  —  #o  1<  e. 

L'  ensemble  (E)  pourra  ^tre  constitue,  par  exemple,  par  Ten- 
sembJe  des  valeurs  de  x  figures  par  les  points  d'un  arc  de  courbe, 
ou  par  les  points  d'une  aire  limit^e  par  un  contour  simple. 
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Si  /(a?)  est  une  fonction  de  #  defmie  pour  toutes  ces  valeurs 
de  #,  on  dira  qu'elle  est  continue  pour  1'ensemble  (E)  si,  a  chaque 
nombre  positif  a,  si  petit  qu'il  soit,  Ton  pent  faire  correspondre 
un  nombre  positif  (3  tel  que  Ton  ait 

1/W  -/(*')!<« 
pour  toutes  les  valeurs  #,  x'  de  1'ensemble  (E)  telles  que  Ton  ait 


26.  Ces  definitions  rappelees,  supposons  que,  pour  Fensemble 
(E),  les  fonctions  wo  z/2,  .  .  .  ,  &,*,  .  .  .  de  la  variable  x  soient  con- 
tinues et  que  la  s6rie 

MI  -4-  w2  -+-  •  •  •  -+•  u'i  -+•  •  •  • 

soil  uniform  em  ent  convergente.  La  somme  de  cette  s6rie  sera 
alors  une  fonction  /(#)  d^finie  et  continue  pour  cet  ensemble. 

Soil,  en  eflfet,  Sn(&)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette 
s^rie,  R/z(^)  le  reste  5  on  aura 


Puisque  la  serie  est  uniform^ment  convergente,  on  peut,  a  cnaque 
nombre  positif  £,  faire  correspondre  un  entier  n  tel  que  Ton  ait 


pour  toutes  les  valeurs  de  ^  appartenant  a  (E)  ;  n  &ant  fix6?  on 
peut,  k  cause  de  la  continuite  de-  Sw(a?)  qui  est  manifeste  dans 
I7  ensemble  (E),  faire  correspondre  au  nombre  e  an  nombre  po- 
sitif 7)  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  x,  x'  appartenant  k  (E)  et 
v^rifiant  la  condition  \  x  —  x!  \  <  i\  ,  on  ait 


On  aura  done,  pour  ces  m^mes  valeurs  de  a, 
I/O)  -/(*')  I  =  I  [S»(»)  -  S^a/)]  4-  R,,(fl 
C'est  ce  qu'il  fallait  d^montrer. 
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Si,  en  outre,  la  serie  est  supposed  absolument  convergente,  on 
verra  de  meme  que  le  produit  infmi 


d^finit  une  fonction  continue  de  x  pour  Pensemble  (E). 

27.  Soient  <p(tf),  fy(t)  deux  fonctions  reelles  de  la  variable 
r^eile  t,  admettant  dans  rinlervalle  (Jo?  *0  des  derives  finies  et 
continues  <p'(£),  ^'(0*  Lorsque  t  variera  de  £0  a  ^,  le  point  dont 
I'affixe  est 


d^crira  un  arc  de  courbe  (C).  Gonsiderons  Fensemble  (E)  des 
valeurs  de  x  figures  par  des  points  de  (C)  et  soit,  en  general,  F(^) 
•une  fonction  continue  de  x  pour  1'ensemble  (E)  ;  en  rempla^ant, 
dans  cette  fonction,  x  par  ^(O  +  ^'KO?  e^e  Prendra  la  forme 


^tant  des  fonctions  reelles  et  continues  de  t  dans  1'in- 
tervalle  (#0?  ^)-  Ceci  pos^,  nous  rappelons  que  Pon  appelle 
^•ra/e  de  F(#)  prise  le  long  de  la  courbe  (C)  et  qu'on 
sente  par  le  symbole 


1'int^grale 


r  ' 

A 


L'existence  des  deux  integrates  qui  figurent  dans  le  second 
membre,  integrates  ou  tout  est  r6el,  est  certaine,  en  raison  de  la 
continuity. 

28.  Soit  main  tenant  une  serie 
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imiformement  convergente  pour  Pensemble  (E)  des  points  de  la 
courbe  (C),  et  dont  les  termes  soient  des  fonctions  continues  de  x 
pour  ce  m£me  ensemble.  Designons  par  F(#)  la  somme  de  cette 
serie,  qui  est  (n°  26)  une  fonction  continue  de  #. 
Nous  aliens  prouver  que  la  serie 


(2) 


/  Ui  dx  -T-  /  u-i  dx  -f- . . .  -h  /  Un  dx  -f-,.., 
Jc  Jc  Jc 


ou  toutes  les  integrates  sont  prises  le  long  de  (C),  est  convergente 
et  a  pour  somme 


Si,  en  effet,  on  designe  par  Sn(x)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  serie  (i),  et  par  R/2(#)  lejresle  correspondant,  Sn(&) 
et  RW(J?)  seront  des  fonctions  continues  de  x,  et  Ton  aura 


/t(a?)  dx  —  I  iiidx-*-  I  iii  dx  +-...•+-  I  undoc, 
Jc  ^c  ^c 

toutes  les  integrates  etant  prises  le  long  de  1'arc  (G).  Ceci  pos£,  a 
chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  entier  positif  r 

tel  que  Ton  ait 

lR«(*)l<s, 

sous  la  scule  condition  ;i^r,  et  cela,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x 
appartenant  a  1'ensemble  consid6r6.  On  aura  done,  en  designant 
par  a1  la  longueur  de  Tare, 


Ainsi,  la  difference  entre 


et  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  s&rie  (2)  peut  etre  sup- 
pos^e  moindre,  en  valeur  absolue,  que  tel  nombre  positif  que  Ton 
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voudra,  pourvu  que  n  soil  assez  grand.  Cela  prouve,  a  la  fois,  que 
la  serie  (2)  est  convergente  et  que  sa  somme  est  egale  a 


Ce  theoreme  s'appliquera,  en  parti  culier,  lorsqu'on  saura  que  la 
serie  (i)  est  uniformement  convergente  pour  1'ensemble  des  va- 
leurs  de  x,  represents  par  des  points  appartenant  a  une  aire  (A) 
limited  par  un  contour  simple  (*),  et  que  ses  termes  sont,  pour 
les  memes  valeurs  de  x,  des  fonctions  continues,  la  conrbe  (C) 
faisant  tout  entiere  partie  de  1'aire  A. 

II.  —  Series  enti&res  en  x. 
29.  Conside'rons  maintenant  les  series  de  la  forme 

ao  -h  ct{  cc  -h  a2  x-  -H  .  .  .  -4-  an  ccn  -4-  .  .  .  , 
ou  a0,  a\,  a%,  .  .  .  ,  a/2,  .  .  .  sont  des  nombres  fixes  donnes. 

Nous  donnerons  a  ces  series,  qui  jouent  en  Analyse  un  role 
ir&s  important,  le  nom  de  series  entires  en  x,  et  nous  emploie- 
rons  le  symbole 

*(*) 

pour  representer  la  somme  d'une  telle  serie  suppos^e  conver- 
gente :  la  lettre  $  pent  d'ailleurs  etre  afFectee  d'indices,  pour  per- 
mettre  de  distinguer  des  series  particulieres.  Enfin,  quand  aucune 
ambiguit^  ne  sera  a  craindre,  nous  pourrons  employer  le  sym- 
bole 9(x}  pour  reprdsenter,  non  la  somme  de  la  serie,  mais  la 
s£rie  elle-meme,  regard^e  seulement  comme  la  loi  de  la  succession 
de  ses  termes;  ainsi,  nous  ne  nous  interdirons  pas  de  dire  d'une 
s6rie  de"terminee  qu'elle  est  divergente  pour  une  certaine  valeur 
de  x, 

On  doit  &  Abel  deux  th^oremes  sur  les  series  de  cette  nature, 
series  qni  jouent,  dans  la  tKe"orie  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  un  rdle  preponderant. 


C1)  A  moins  que  Fhypothese  contraire  ne  soit  express^ment  ^noncee,  nous  re- 
garderons  toujours  comme  faisant  partie  d'une  aire  Hmite'e  par  un  contour  les 
points  inte'rieurs  et  les  points  du  contour. 
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30.  Void  le  premier  de  ces  the'orenies  : 

Siy  pour  x  =  b,  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  anbn  de 
la  serie 

.  .  .-4-  an 


est  moindre  qu'un  nombre  positif  fixe  A,  la  serie  <$(x]  est  ab- 
solument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  la  va- 
leur absolue  est  moindre  que  celle  de  b. 

Soit,  en  efFet,  V  un  nombre  positif  moindre  que  |  6|.  La  serie 
a  termes  positifs 

'%  h'n 

* 


(I)  _-,  ~ 


est  convergente.  Or  les  valeurs  absolues  des  termes  de  la  serie  $(#) 
sont,  pour  1' ensemble  des  valeurs  de  x  qui  veriflent  la  condition 


moindres  que  les  termes  correspondants  de  la  serie  (i);  car  les 
suppositions 

I  «„&»!<  A,        \x\<b' 

entrament  les  conclusions 

A  A^ 


On  pourra  done  appliquer  les  propositions  da  n°  24?  et  Ton  voit 
que  la  serie  $(5?)  est  absolument  et  uniformiment  convergente, 
pourvu  que  Ton  ait 

M<y, 

c'est~a-dire  pour  tous  les  points  situes  a  I'interieur  et  sur  la  cir- 
conference  d'un  cercle  de"crit  du  point  0  comme  centre,  avec  un 
rayon  moindre  que  \b\. 

31.  Si  la  s^rie  $(#)  du  uumero  pr^c^deat  est  convergente 
pour  x  =  6,  comme  la  valeur  absolue  de  ctnbn  tend  vers  zero 
quand  n  augmente  inde'finiment,  il  est  clair  qu'il  existe  un  nombre 
positif  A  tei  que  Ton  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  n, 

A>\ant>"\: 
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done  la  serie  sera  absolument  convergente  pour  tous  les  points 
situ^s  a  Vinterieur  du  cercle  decrit  du  point  O  comme  centre  et 
passant  par  le  point  b;  elle  sera  uniformement  convergente  a 
1'interieur  et  sur  la  circonference  de  tout  cercle  concentrique  an 
precedent  et  de  rayon  moindre. 

Differentes  circonstances  peuvent  d'ailleurs  se  presenter  : 
Ou  bien  la  serie  CJ?(.#)   consider^e  est  convergente,  quel  que 
soit  x  :  teile  est  la  serie 

X  X'2  X'1 


.  . 
i        i  .  -2  i  .  2  .  .  .  n 


alors  $(#)  est  uniformement  convergente  dans  tout  cercle  decrit 
de  Porigine  comme  centre,  et  meme  dans  toute  aire  limitee  par 
un  contour  simple.  Celte  serie  $(#)  repr^sente  alors  ce  que  1'on 
appelle  \mtfonction  transcendante  entiere. 

Ou  bien  la  serie  $(#)  est  convergente  pour  certaines  valeurs 
de  x,  sans  1'etre  pour  toutes.  L'ensemble  des  rayons  des  cercles 
decrits  du  point  O  comme  centre,  et  qni  passent  par  des  points 
pour  lesquels  la  serie  est  convergente,  admet  alors  une  limite  su- 
perieure  R.  Le  cercle  de  rajon  R  decrit  du  point  0  comme 
centre  est  le  cercle  de  convergence  de  la  serie  (J(^-).  La  serie  est 
convergente  en  tout  point  interietir  au  cercle  R;  elle  peut  £tre 
convergente  ou  divergente  en  quelques  points  ou  en  tous  les 
points  de  la  circonference;  elle  est  divergente  pour  tout  point  ex- 
terieur.  Elle  est  uniformement  et  absolument  convergente  pour 
Tensemble  des  points  situes  a  1'interieur  ou  sur  la  circonference 
d'un  cercle  concentrique  au  cercle  de  convergence  et  de  rayon 
moindre.  La  ou  elle  est  uniformement  convergente,  elle  repr^sente 
une  fonction  continue.  Signalons,  comme  exemples,  les  series 


qui  admettent  toutes  trois  pour  cercle  de  convergence  le  cercle  de 
rayon  un,  decrit  du  point  O  comme  centre.  La  premiere  est  diver- 
gente pour  tout  point  de  la  circonference  de  ce  cercle,  comme  on 
le  voit  en  posant  x  =  cosy  -+-  i sin<p,  et  en  remarquant  que  les 
deux  quantite's  cos/?^,  sin/z^  ne  peuvent  avoir  simultanement 
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zero  pour  limite  quand  n  grandit  indefiniment.  JLa  seconde  est 
convergente,  mais  non  absolument,  pour  to  us  les  points  de  la  cir- 
conference  (*),  sauf  pour  ^?=  i.  La  troisi&me  est  convergente  en 
tous  les  points  de  la  circonference. 

Observons  qu'une  serie  entiere  en  x  pourrait  n'etre  conver- 
gente pour  aucune  valeur  de  x  autre  que  zero  :  telle  est  la  serie 


x  -+•  i  .  2#2  _^  j  m  2  .  3  #3  _j_  .  .  .  +  !  ,  -2  .  3  .  .  .  ?ixn  -f-  .  .  .  ; 
on  dit  alors  que  le  cercle  de  convergence  est  de  rayon  mil. 


(*)  Cela  resulte  de  la  premiere  des  deux  propositions  suivantes,  signalers  par 
M.  Darboux  dans  son  Memoir  e  sur  les  fonctions  discoritinues  (Annales  de  VE- 
cole  Normale  superieure,  2*  s^rie,  t,  IV),  et  sur  lesquelles  on  peut  consul  ter 
1s  'Introduction  a  la  theorie  des  fonctions  de  M.  Jules  Tannery,  p.  96,  n°  71  ). 

Si  la  serie  a  termes  reels  (qui  pent  <Hre  divergente) 

(I)  al  4-^-1-...+  art-H... 

est  telle  que  IH  somme  de  ses  n  premiers  termes  reste,  en  valeur  absolue,  quel 
que  soit  n^  infe'rieure  a  un  nombre  fixe,  et  si  les  nombres  positifs  en  sa,  .  .  .  , 
en,  ...  satisfont  aux  conditions 


(Ill)  lira.  ew  =  o, 

la  se"rie 

est  convergente. 

Cette  -derniere  se*rie  (IV)  est  encore  convergente  si  la  serie  (I)  est  convergente 
et  si  les  nombres  positifs  ei;  s,,  ,,.,  sw,  ...  satisfont  seulement  aux  condi- 
tions (II). 

On  prendra,  dans  le  cas  actuel,  pour  sn  s3,  s3,  . ..,  sn9  ...  les  nombres  i,  -, 
xi  <•••>  -,  -••  et,  pour  la  se>ie  (I),  Tune  ou  Pautre  des  series  (divergentes) 

o  7i 

i-4-  cos  9  -+-  cos  a  9  H-  . . .  -+-  cos  n  9  + . .  • , 
o-4-  sin  9  -f-  sin  29+...-!-  sin  n  9  -+-..., 

dans  lesquelles  les  sommes  des  (n-hi)  premiers  termes 

.Ti-4-1  n  9         .    n  -4- 1       .    71 9 

sin a  COs  —T        sm  9  sin  — - 

2      '          a         2      T         2 

.9  '  .9 

sin  -  sm  — 

a  2 

restent  finies  quel  que  soit  n,  si  9  n'est  pas  un  multiple  de  21 
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Enfin,  nous  nous  contenterons  d'enoncer  le  th^oreme  suivant, 
dont  la  demonstration  est  immediate. 

Si  le  rapport    — ^    a,  pour  n  infini,  Line  limite  egale  a  R,  le 


a 
cercle  de  convergence  de  la  serie 

(l)  $(#)  =<30H-  ai&  - 

est  de  rayon  R. 

32.  Supposons  encore  que  la  serie  entiere  en 

-  .  .  .4-  atlxn  -K  .  . 


soit  convergente  pour  x=b.  On  peut  affirmer  qu'elle  est  unifor- 
m£ment  convergente  pour  1'ensemble  des  valeurs  de  x  apparte- 
nant  au  segment  de  droite,  qui  va  du  point  o  au  point  b.  C'est  en 
celaque  consiste  le  second  des  theor^mes  d'Abel,  dont  nous  avons 
parld. 

Observons  d'abord  que  Ton  peut  ramener  le  cas  general  au  cas' 
ou  b  est  egal  a  un;  il  suffit,  pour  cela,  de  faire  le  changement  de 

variable 

x^b. 

Quand  le  point  x  d6crit  le  segment  qui  va  du  point  o  au  point  &, 
le  point  £  d^crit,  en  effet,  le  segment  qui  va  du  point  o  au 
point  i. 

Le  second  theoreme  d'Abel  consiste  alors  dans  Tenoned  sui- 
vant  : 

Si  la  serie 

(2)  a0-f-  ai-f-#2-K  .  ,-l-a/t-i-..  . 

est  convergente,  la  serie  entiere  en  x, 


es  t  uniformement  convergente  pour  I'  ensemble  des  valeurs 
de  x  qui  appartiennent  d  Vintervalle  (o,  i),  les  limites  de  cet 
inter  valle  n'&tant  pas  exclues. 


On  sait  d^j^?  il  est  vrai,  que  la  convergence  est  uniforme  dans 
1'intervalle  (o,  a),  a  £tant  im  nombre  positif  plus  petit  que  i? 
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mais  les  raisonnements  quiprecedent  ne  permettent  pas  d'atteindre 
la  limite  i  . 

Cherchons  done  aprouver  directement  que,  a  tonlnombre  posi- 
tif  arbitrairement  donne  s,  correspond  un  entier  r,  tel  que,  sous  les 
conditions 


le  reste  R«(#)  de  la  s^rie  #(#),  limilee  au  terme  de  rang  /z,  soil, 
en  valeur  absolue,  plus  petit  que  e, 

Comnae  la  serie  (2)  estconvergente,  aunombre  s  correspond  un 
entier  r  tel  que,  pour  n  >  ;-, 

1  ^a-Hi  H-  tf/i-Mt  4-  ...  |, 

c'est-a~dire  |  R/2(i)  [  soit  moindre  que  -  - 

Q. 

D'autre  part,  si  Ton  pose 


et  si  Ton  observe  que  dp  est  la  difference  entre 


et 

R/t-Hp(l)  ==  a/H-p4-l  4-  « 

on  voit  que  Ton  aura,  quel  que  soil  JP, 

I  ^  |<  6. 

D'ailleurs  les  ^galit^s  pr^cedentes  donnent 

&n-\-p  ==  tfp  —  &  p—  i  j 

done  la  somme  des/?  premiers  termes  de  R/z(a?),  peut  s'ecrire 


=  ^^(i  —  rz?)(o'1  4-  (^2^  4-  ...  4-  0*^-1 

Si  la  valeur  absolue  de  a?  est  plus  petite  que  i,  le  terme 
tend  vers  z^ro  qaand  p   augmente  indefiniment;  on  peut  done 
^crire 
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el,  puisque  ies  valeurs  absolues  des  quantites  <ip  sont  toutes 
moindres  que  g,  on  aura,  en  supposaat  que  *  soil  positif  ct  plus 
petit  que  i, 


or  la  serie  qui  figure  entre  parentheses  dans  le  second  membre,  a 
pour  somme  ^;  on  a  done,  sous  Ies  conditions 
n  >  r,        o  ^  x  <  i  , 


En  reunissant  a  cette  inegalite  celle  que  Ton  a  obtenue  plus 
haul,  sous  Ies  conditions 


savoir 

£ 
I      n  \    )  % 


on  a  bien  dementi  PuniforimKS  de  la  convergence  dans  tout 
rinteralle  (o,  i),  Ies  limites  n'eiantpas  exclues. 

A  cause  de  cette  uniformity  la  somme  de  la  sene  est  une  fonc- 
lion  continue  dans  tout  1'intervalle  considere,  sans  en  exclure  la 
limite  i;  si  done  x  tendvers  i  par  des  valeurs  positives  inferieures 
a  i,  la  sonime  de  la  serie  a  pour  limite  la  valeur  de  la  somme  dela 
se>ie  pour  x  =  i  ,  c'est-a-dire 


Par  exemple,  Fegalite 


(M  L'expression  prec^dente  du  reste  permet  d'aller  un  peu  plus  loin,  ainsi 
que  M.  Stolz  1'a  fait  observer  (Vorlesungen  uber  allgemeine  Arithmetik,  t.  II). 
Ea  ne  supposaat  plus  a?  reel,  mais  en  supposant  toujours  sa  valeur  absolue  |  x  \ 
moindre  que  i,  on  a,  en  effet, 

\i  —  x\ 

i  R^(ar)  i  <  i  *  i"+1i  i  -  x  Ke  •*•  *  i  x  i  +  6  1  x  |2+-  -°  <£  r=TFi' 

et  il  est  ais6  de  montrer  que  le'facteur  qui  nmltiplie  s  reste  moindre  qu'un 
nombre  fixe,  pourvu  que  1'angle  ai>  des  deux  directions  qui  vont  du  point  i 
aux  points  x  et  o  reste  moindre  qu'un  angle  aigu  fixe. 
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etablie  pour  les  valeurs  reelles  de  x  moindres  que  i,  montre  que 
Ton  a 


En  effet,  la  serie  du  second  membre  est  convergente,  done,  en 
vertu  du  theoreme  qui  vient  d'etre  demontre,  lorsque  le  nombre 
r6el  x  tend  vers  i  par  des  valeurs  moindres  que  i  ,  la  serie 

X  X-  T* 

T^T^T"""" 
tend  vers 


or,  dans  les  memes  conditions,  log(i  +  #)  tend  vers  logs;  on  a 
done  bien 

i  ITT 


33,  Dans  les  deux  paragraphes  qui  precedent  nous  avons  sup- 
pose la  serie  entiere  en  <x 

<£(a?}=  <r/0  -h  a  i  T  -4-  .  .  .  ~\-  anxtl  -f-  ... 

cower  gente  pour  x  =  b  :  lorsqu'on  salt  que  la  serie  est,  pour 
cette  meme  valeur,  absolutnent  convergente,  les  termes  de  la  serie 
LS(x)  etant,  pour  Fenseuable  des  valeurs  de  x  qui  v^rifientla  con- 
dition |^|~j  b  |,  moindres  en  valeur  absolue  que  les  termes?  tous 
positifs?  de  la  serie  convergente 

|  #0  1  +  |  #  1  ^  |  H-  •  •  •  H-  I  anbfl\  •+•  .  .  .  , 

ou  £gaux  a  ces  termes,  on  peut  appliquer  la  premiere  proposition 
du  n°  24,  et  Ton  voit  de  suite,  sans  passer  par  le  second  theoreme 
d'Abel,  que,  pour  1'ensemble  de  ces  valeurs,  c'est-a-dire  a  Pinte- 
rieur  et  sur  la  circonference  du  cercle  de  rayon  1  6  [  decrit  du 
point  o  comme  centre,  la  serie  est  uniform^ment  et  absolument 
convergente  et  represente  une  fonction  continue.  Ce  cercle  peut 
d'ailleurs  etre  le  cercle  de  convergence  ou  lui  etre  int^rieur. 

3-4.  Le  premier  theoreme  d'Abel  (n°  30)  nous  renseigne  sur  la 
convergence  d'une  s6rie  entire  d'apr£s  les  valeurs  absolues  des 
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coefficients  de  cette  s6rie.  Inversement,  la  proposition  qui  suit  et 
qui  est  due  a  Cauchy  nous  donne  un  renseignement  essentiel  sur 
les  valeurs  absolues  des  coefficients  d'une  serie  entiere  que  Ton  sait 
etre  absolument  convergente  sur  la  circonference  d'un  cercle. 

La  serie  9(x)  dtant  absolument  convergente  pour#  =  6,  suppo- 
sons  que  Ton  ait,  en  d^signantpar  A  un  nombre  positif, 

|  «(*)!<  A 

pour  tons  les  points  de  la  circonference  du  cercle  d^crit  du  point  o 
comme  centre  avec  le  rayon  r  =  j  b  \  ;  on  aura  alors 


Partons,  en  effet,  de  I'<§galit6 

1  -h  .  .  .  •+•  aflx 


4-  an+i  4-  an+2&  -+-  . 


il  est  clair  (n°24)que  le  second  membre  sera  une  serie  uniformement 
convergente  pour  1'ensemble  des  valeurs  de#  representdes  par  des 
points  slinks  sxir  la  circonference  du  cercle  de  rayon  r=\b\:  on 
pourra  done  integrer  cette  serie,  terme  par  terme,  le  long  de  cette 
circonference,  ce  qui  donne 


==  #0  /  a?-"7*-1  afo?  4-  «i  / 
JQ  JG 

4-  an  I  &~l  dx  4-  a/n-i  /  dx  4-  «/n-2  /  #  dx  4~.  .  .  , 
c/C  «/c  *^ci 


toutes  les  intdgrales  etant  prises  le  long  de  la  circonference.  Pour 
^valuer  ces  integrates,  on  posera  (n°27) 


d'ou 

dos  —  r  \  cos  / 1 4 —  \  4-  i  sin  ( 1 4-  -  1    ofr, 

et  1'on  aura,  en  g^n^ral,  en  designant  par  p  un  entier  positif  on 
n^gatif, 

x»  x»27r  r  T 

/  f  \  TC  I 

I     iZ?J°  «^7  =  7'P-^l     /          COS  I  ( /?  4-  i)  ^  4 dt 

JQ  JQ  L  2J 

r2TC     r  iri 

J        sin  ^(/?4>i)^4-~J  ^. 
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Si  p  est  different  de  —  i,  les  inlegrales  du  second  membre  sont 
nulles  ;    si  p=  —  i,    le  second  membre  se  r^duit  a   2Z7c;  on   a 


d'ou 


mais  la  valeur  absolue  de  $  '(a?)  x~n~*  est  au  plus  £gale  a  Ar~n~{  et 
la  longueur  du  chemin  d'integration  est  aicr  ;  le  second  membre  de 
cette  egalite  est  done  au  plus  egal  ^  Ar~w,  ce  qu'il  fallait  demon- 
trer. 

35.  Voici  une  consequence  importante  de  cette  formule. 
Si  la  s^rie  entire  en  x 

<$(x)  =  #0  -h  #1  3?  H-  #2  #2  -H.  .  .-4-  anxn  -f-  .  .  . 

est  convergente  quel  que  soit  x,  et  qu'elle  ne  se  reduise  pas  a  la 
constante  #0,  sa  somme  ne  peut  resler  moindre  en  valeur  absolue 
qu'nn  nombre  positif  A  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
En  effet,  Finegalitd 


si  1'on  pouvait  y  faire  grandir  r  indefiniment,  montrerait  que  [  an  \ 
peut  etre  pris  plus  petit  que  tel  nombre  positif  que  Ton  voudra  ;  on 

aurait  done 

I  a«  ]  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  a  partir  de  i. 

On  voit  que,  si  Ton  se  donne  les  nombres  positifs  A,  B,  il  j  a  au 
moins  une  valeur  de  #,  telle  que  Ton  ait 

|*|>B,     |  *(«)!>  A. 

Cette  propriete  rapproche  les  fonctions  transcendantes  entieres  des 
polynomes  entlersen  x.  II  y  a  toutefois  une  difference  essentielle  : 


(*)  G'est  aussi  bien,   comme  Ton  sait,  une  consequence  de  la  formule  de 
Cauchy 


T.  et  M.  —  I. 
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pour  les  fonciions  transcendantes  entieres  on  pent  affirmer  seule- 
mentT  existence  d'une  valeur  de  ^salisfaisantaux  conditions  pre- 
cedentes  ;  pour  les  polynomes,  au  contraire,  si  Ton  se  donne  A,  on 
peut  trouver  un  nombre  B  correspondant  tel  que  toutes  les  valeurs 
de  x  qui  vdrifient  la  premiere  inegalite  v^rifient  aussi  la  seconde. 


36.  Soit 


une  serie  entierc  en  x,  convergente  pour  les  valeurs  de  x  lelles 
que  Ton  ait 

9(x)  est  alors  une  fonction  continue  dans  tout  cercle  de  rayon  R' 
moindre  que  R;  on  a  d'ailleurs 

si  done  a0  n'est  Pas  nu^  on  Peut  fixer  un  nomlDre  ^  inferieur  ou 
egal  a  R',  tel  que  Ton  ait 

pourvu  que  Ton  ait 

P  H  |*|J8. 

Pour  les  valeurs  de  x  qui  v^rifient  cette  condition,  9(x)  ne  sera 
jamais  nulle. 

Si  les  coefficients  #0,  a, ,  . . . ,  ap^  sont  nuls  sans  que  a^le  soit, 

on  aura 


et  Ton  voit  qu'il  existera  un  nombre  positif  S  tel  que,  parmi  les 
valeurs  de  x  qui  verifient  1'in^galit^ 

z^ro  soit  la  seule  pour  laquelle  9(x)  s'annule.  Par  consequent, 
pour  que  9(x)  s'annule  en  Tine  infinite  de  points  distincts  dont 
I7 ensemble  admette  zero  pour  limite  (*),  par  exemple  pour  tous 

(*)  Ou  dit  que  des  points  appartenant  a  un  ensemble  infini  admettent  5  pour 
limite  si,  quelque  petit  que  soit  e,  il  existe  dans  le  cercle  ddcrit  du  point  £ 
comme  centre  avec  un  rayon  6gal  i  e  une  infinite"  de  points  appartenant  a  Fen- 
semble. 
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les  points  -(Tun  arc  de  courbe  qui  aboutil  au  point  o,  il  faut  qua 
tous  les  coefficients  #0,  a^  a^  .  .  .  ,  a/2,  .  .  .,  soient  mils. 

Par  consequent  encore,  pourtous  les  points  d'un  pareil  ensemble, 
deux  series 


ne  peuvent  avoir  les  memes  valeurs  sans  etre  identiques,  c'est- 
a-dire  sans  que  Ton  ait  an=  bn  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Ilsuf- 
fit,  pour  s'en  convaincre,  d'appliquer  la  remarque  prec^dente  a 
la  serie 


III.  ~  Series  de  series  enti&res. 
37.  Soit 


K-0 


une  serie  dont  les  termes  sont  des  series  entieres  en  #,  en  sorie 
que  Ton  ait,  en  designant  par  aa?p  des  eonstantes, 

wa=  «a,oH-aa,iiz?-H...-l-aajp^PH-...        (a  =  0,1,2,  ...)• 

Si  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  chacune  des  series  z/a 
est  superieur  on  egal  a  un  nombre  positif  fixe  A;  si  en  outre  la 

CC=  06 

serie  V  H*  est  uniform^ment  convergente  pour  Pensemble  des 

a  =  o 
valeurs  de  x  qui  satisfont  a  la  condition 


la  somme  de  la  se'rie  proposed  ^  wa  sera?  pour  ces  memes  valeurs 

de  #,  une  fonction  <p(#)  parfaitement  d^finie.  Nous  allons  mon- 
trer  que  cette  fonction  peut?  pour  ces  valeurs  de  x,  etre  deVe- 
lopp^e  en  une  se'rie  entiere  en  x> 
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et  que  les  coefficients  de  celte  serie  sont  donnes  par  la  formule 


a=oo 


la  serie  qui  figure  dans  le  second  membre  <kant  convergente.  On 
voit  que,  sous  les  conditions  requises,  la  serie  ^  ««  Peilt  ^tre 

^  flf  =  0 

trait^e  comme  s'il  n'y  avait  qu'un  nombre  fini  de  termes. 

38.  II  J  a  un  cas  important  et  frequent  dans  les  applications  ou 
le  precedent  theoreme  est  Evident  :  c'est  celui  ou  la  s6rie  a  double 
entree,  dont  les  termes  se  d6duisent  de 

I  aa,  p  AP  ]  , 
en  donnant  a  a,  (3  les  valeurs  entires  nulles  ou  positives,  est  con- 

Bergen  te. 

S'il  eu  est  ainsi,  la  s^rie  a  double  entree,  dont  le  terme  gene- 

ral est  . 

«a,p«P» 

est  absolument  convergente,  poar  les  valeurs  de  x  qui  verifienl 
la  condition  ]a?|<  A.  En  ajoutant  les  termes  par  lignes  horizon- 
tales,  on  trouve 


et  en  rdunissant  les  sommes  partielles  on  retrouve  la  serie  ^  ua. 

a  =  o 

Au  contraire,  en  ajoutant  les  termes   par  lignes  verticals,  on 
trouve 


puis,  en  r^unissant  les  sommes  partielies,  on  forme  la  serie 


dont  la  somme  est  done  ^gale  a  celle  de  la  s^rie  ^  u«-  G'est  ce 

a  =  o 

qu'il  fallait  demontrer. 
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Pour  que  la  s^rie  a  termes  positifs,  dont  le  terme  g£n£ral  est 

=  o,  i,  2,  . 


soit  conyergente,  il  faut  et  il  suffit  (n°  14)  que  les  conditions  qui 
suivent  soient  verifiees  : 

i°  La  sdrie  a  termes  positifs 

I  0a,ol-H  aa,i  A|-t-  |aa,2A2|H-... 
est  convergente  pour  chaque  valeur  de  a. 

2°  En  d^signant  par  Aa  la  somme  de  cette  serie,  la  s^rie  a 

termes  positifs 

AO  -+•  A!  -h  .  .  .  -H  AaH-  .  .  . 

est  convergente. 

a  =  * 

Observons  que,  s'il  en  est  ainsi,  la  s^rie  \  ua  est  absolument 

a  =  o 

et  uniformement  convergente  (n°  24)  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  v^rifient  la  condition  #^A,  puisque,  pour  ces  valeurs,  on  a 

£videmment 

|«i.|SA», 

en  sorte  qn'on  est  bien  dans  le  cas  du  n°  24. 
Observons  encore  que  la  serie 

-  b:  x  -h  ,  .  .  - 


reste  convergente  quand  on  y  remplace  les  termes  par  leurs  va- 
leurs absolues  et  x  par  A7  et  que  sa  somme  est  alors  au  plus  egale 
a  la  somme  de  la  s6rie 

Ao-J-  A!  -4-.  .  .-4-  Aa-h.  .  .. 

En  effet,  cette  derniere  somme  n'est  autre  cbose  que  la  somme  de 
la  serie  a  double  entree  et  a  termes  positifs 


=rO        a=o 
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et  Ton  a  certainement 


a=o  |      a=o 


II  importe  de  remarquer  que  si  les  conditions  (i°)  et  (2°),  impo- 
sees  dans  le  present  numero  a  la  serie 


.  .  .  -f-  «„  -f-  .  .  .  =    \     Z^  , 

a~o 
sont  verifie"es3  elles  sont  encore  ve>ifiees,  pour  la  serie 


dont  les  termes  s'obtiennent  en  groupant  ensemble,  comme  la 
the*orie  des  series  a  double  entrde  permet  de  le  faire,  les  termes 

a=oo 
de  la  s^rie  N  U&  en  n  ombre  fini  ou  infini,  en  sorte  que  chacun 

a  =  o 
de  ses  termes  figure  une  fois  et  une  fois  sealement  dans  quelque 

r=oo 

terme  de  la  s<§rie  ^  i>r  En  effet,  si  Ton  effectue  le  meme  groupe- 

Y=o 
ment  sur  les  termes  de  la  se"rie 

A0  H-  A!  -+-  A2  -I-  .  .  .  -+-  Aa  -i-  .  .  .  , 
on  la  transformera  en  une  se*rie  de  meme  valeur 

oAao  -+-  a-loj  -f-  cAso  -h  .  ,  .  -1-  cJU^-i-  .  .  .  J 

d'ailleurs  ^^,  quiestlasomme  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes 

a  =  oo 

pris  dans  ^V  u^  est,  d'apres  le  theoreme  m^me  que  nous  venons 

a  =  o 

de  d^montrer,  une  serie  entiere  en  x^  et  la  somme  de  cette  serie, 
^quand  on  y  remplace  les  coefficients  par  leurs  valeurs  absolues 
et#  par  A,  est,  d'apres  une  observation  qu'on  vient  de  faire,  au 
plus  egale  a  Jl^  ;  dememe  pour  P2,  :  .  .,  pa,  .  .  .  el  ata,  .  .  .,  ata,  ____ 
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Ainsi,  la  sdrie  "V  v-^  satisfait  aux  mSmes  conditions  que  la  s6rie 


a=o 


39.  Flagons-nous  maintenant  dans  le  cas  general  et  supposons 
seulement  que,  pour  Fensemble  des  valeurs  de  x  qui  verifient  la 
condition 

I  T  I   <-•"    A 

I  &  \  <+.  A» 

les  series  entieres  en# 

Ma  =  aa,  o  -1-  «a,  i  #  -*-  •  •  •  -1-  #a,  p  #P  -t-  •  •  • 

a-oo 

soient  absolument  convergentes  et  que  la  serie  V  #a  soit  unifor- 

«  =  o 
moment  convergente  (j  ). 

La  somme  des  (n  -+-  1)  premiers  termes  de  cette  derniere  s6rie 
est  une  s^rieentiere  en  x,  convergente  sous  la  condition  |#| 
nous  la  reprdsenterons  par 


en  posant 


Nous  allons  montrer  que,  si  n  grandit  indefiniment,  bn^  $  tend  vers 
une  limite  que  nous  designerons  par  6p,  puis,  que  la  s&rie 


est  convergente  sous  la  condition  \x\  <  A  et  que  sa  somme  est 
egale  a  celle  de  la  serie 

Wo -4-  Ui  H-.  .  .-h  W/t-4- 

Puisque  cette  derniere  s&rie  est  uniform^ment  convergente,  on 
peut,  a  chaque  nombre  positif  e,  faire  correspondre  un  entier  po- 
sitif  r  tel  que,  si  on  ddsigne  par  n  et  n+p  deux  entiers  plus  grands 
que  r,  et  d'ailleurs  quelconques,  on  ait,  pour  toutes  les  valeurs 

(l)  WEIERSTRASS,  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre,  p.  78. 
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de  x  plus  petites  que  A  en  valeur  absolue, 

|  Utl+i  -1-  W/z+2  -+-...-+-  Un+p  |  <  S. 

On  a  d'ailleurs,  pour  ces  memes  valeurs  de  #, 


n+a,  Q  H-  & 

a=i 


Soil  p  un  nombre  positif,  moindre  que  A;  Pinegalit^  pr£c^dente 
ayant  lieu  pour  tous  les  points  de  la  circonference  du  cercle  de 
rayon  p  et  de  centre  o,  on  a  (n°  34) 


la  sirie 


est  done  convergente,  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que 
Ton  voudra,  pris  apres  le  terme  de  rang  r,  peut  etre  supposee 
moindre,  en  valeur  absolue,  que  tel  nombre  que  Ton  voudra. 
Soit  b$  la  somme  de  celte  s6rie3  c'est-a-dire-la  limite,  pour  n  in- 
fini,  de  la  somme  bn^  de  ses  /i-H  i  premiers  termes,  et  soit  R^p 
le  reste  correspondant  a  bn<>  p  ;  on  aura 


Cette  derniere  in^galite  montre,  par  le  premier  th^or^me  d'A- 
bel,  que  la  sdrie 


«,  o 

est  absolument  convergente  si  la  valeur  absolue  de  x  est  moindre 
que  p;  puisque  p  est  seulement  assujetti  a  etre  moindre  que  A? 
on  voit  m£me  que  cette  serie  est  absolument  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  a  la  condition 

M<A. 
Les  series 

6/z,  o  -H  bn,  1  &  H-  -  •  •-+•  6/2,  p  &$  -K  .  . 
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et 


etant  convergentes,  il  en  est  de  m6me  de  la  serie 

b$  4-  bi  x  4-  .  .  .  4-  b$  x$  4-  .  .  .  , 

obtenue  en  les  ajoutant  terme  a  terme;  il  ne  nous  reste  done  plus 
qu'a  prouver  que  la  somme  de  cette  s^rie  est  egale  a  la  somme  de 
la  serie  proposee 


Or,  si  p'  est  un  nombre  positif  moindre  que  p,  et  si  Ton  a 

M*p', 

la  somme 

I  Rfl,ol4-|  R/z,i^l  -H...-H  |R«,p#P  I-H..., 

ou  n  est  toujours  suppos^  plus  grand  que  r,  est  inferieure  a 


p 
Done  la  difference 

entre  la  somme 
et  la  somme 


M0  H-  MI  -1-  ...- 


des  n  -+-  1  premiers  termes  de  la  serie  proposee,  est?  en  valeur  ab- 
solue,  plus  petite  que  e;. 

Sous  la  condition  que  x  verifie  Tindgalite 

l^|Spr. 
on  a  done 

JJ  —  oo  OC=  eo 


d'ou  1'on  conclut  que,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  #,  le  pre- 
mier membre  de  Fin6galit6  prec^dente  est  nul,  puisque  le  second 
membre  peut  6tre  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut.  II  en  est  de  mfime 
^videmment,  pourvu  que  x  verifie  Tinegalite 


C'est  ce  qu'il  fallait  d&nontrer. 
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40.  Le  precedent  theoreme  entraine  une  proposition  analogue 
pour  les  produits  infinis, 
Designons  toujours  par 


une  serie  entiere  en  x,  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui  sa- 
tisfont  a  la  condition  |  x  \  <  A.  Supposons  que,  non  seulement  la 
serie 


mais  aussi  la  serie  a  termes  positifs 


soit  uniforme'ment  convergente  pour  ces  valeurs  de  x,  et  que,  en 
outre,  sa  somme  resleinfe*rieure  a  un  nombre  positif  fixe.  Alors  le 
produit  infini 


sera  absolument  convergent  et  definira  une  fonction    i-j-' 
A(#)  d^signant  une  s^rie  entiere  en  #, 

Ar0  •+-  ki  x  -H  .  .  .  •+-  A-p  x$  •+•  .  .  .  , 
convergente  pour  les  valeurs  conside'rees  de  x. 

On  pent,  en  effet,  substituer  a  P  —  i  la  serie  equivalence 


ou  Pn^i  est  le  produit  des  n  premiers  fac  teurs  de  P.  Gette  serie  (n°  24) 
est  uniforme'ment  convergente  pour  les  valeurs  considerees  de  x  ; 
ses  termes  peuvent  etre  mis  sous  forme  de  series  entieres  en  #,  en 
appliquant  la  regie  de  la  multiplication  des  series;  on  aura  ainsi 


remarquons,  en  passant,  que  les  coefficients  hn^  regardes  comme* 
des  fonctions  des  atj  peuvent  6tre  mis  sous  forme  de  polynomes  a 
coefficients  re'els  et  positifs.  En  appliquant  maintenant  le  tlie'oreme 
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precedent,  on  mettra  la  serie  equivalente  a  P  —  i  sous  la  forme 

cherchee 

/TO  -f-  k{  x  -i- . . .  -i-  k$  .v?  -f- . . . , 
en  posant 

/:p=  A0ip-i-  /*i,p-f-. .  --T-  /i«,fj-t-.  -  -? 

ou  la  serie  qui  figure  dans  le  second  raembre  est  convergent.  La 
.somme  de  cette  se*rie  est  la  limite,  pour  n  infini,  de  la  somme  de 
ses  n  •+-  i  premiers  termes;  cette  derniere  somme  n'est  autre  chose 
que  le  coefficient  de  x$  dans  le  developpement  de 

MO  H-  z«iP0-K..-+-  ^^/iP/^_I  =  (l-i-^^ojlI^-  "i)  •  •  -  (i  +  ?«« )—  '  5 

A*p  n:est  done  aulre  chose  que  la  limite,  pour  n  infini,  de  ce  coef- 
ficient; en  particulier  7c0  +  i  est  la  limite,  poxir  n  infini,  de 

P7l(.o)  =  (i-f-  ao.oK1  •+•  rti,o).  •  •  (i  •+•  a/i}o )i 

et,  en  supposant  qu'aucun  des  nombres  i  -j-a/^o  ^ 
est  la  limite,  pour  n  infini,  de 


P  ( 

7/ 


-*-  #0,0 


la  quantite  entre  crochets  a  done  pour  limite  t_^,  •>  en  sorte  que 
la  serie 


IH-  #0,0         i-H#i,o  I  -H  #/z,o 

A-i 

est  convergente  et  a  pour  somme    _,_  ^  * 

41.  11  convient  d'examiner  le  cas  particular,  qui  correspond  au 
cas  du  n°  38,  ou  la  serie  a  double  entree,  a  termes  positifs, 


est  convergente,  II  est  aise  de  voir  qu'alors  la  serie  equivalente 
aP  —  i, 

UQ  -h  U\  PQ  -*-  •  •  •  -T-  W/i  P/l  -  I  •+•  •  •  "i 

satisfait,  pour  les  valeurs  de  x  telles  que  Ton  ait 


I    T*   I    < 

I  a?  |  = 
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aux  conditions  1°  et  2°  du  n°  38.  En  effet,  en  conservant  d'ailleurs 
les  notations  du  numero  precedent,  considerons  le  produit  infini 
a  termes  positifs 

7Z=r:oo 

Q=JJ(i+AB)> 

n~l 

et  la  serie  a  termes  positifs,  e'quivalente  a  Q  —  i  , 


ou  Q/2  est  le  produit  des  n  -+-  i  premiers  facteurs  de  Q.  Le  produit 
A/2Q/j_i  pourra,  par  des  multiplications  de  series,  £tre  mis  sous  la 
forme 

,,,!  A  4-...-H  H^pAP  -(-..., 


oules  H^p  sontlesmemesfonctionsdes  \a>ij\  que  lesA/^p  des 
En  vertu  d'une  remarque  ant^rieure  on  aura  done 


la  seri 


sere 


est  done  convergente  et  sa  somme  est  au  plus  egale  a 
D'ailleurs  la  s6rie  a  termes  posilifs 


est  convergente;  la  serie  equivalente  a  P—  i  verifie  done,  pour 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  a  Finegalite  (^|<A,  les  conditions 
i°  et  2°  du  n°  38  et  pent  done  se  mettre  sous  la  forme 

A'o  -h  ki  x  -f-  .  .  ,H-X-pa?P-h  ____ 

C'est  precis^ment  le  resultat  que  nous  avons  obtenu  dans  le  nu» 
m^ro  precedent,  pour  le  cas  general. 

II  est  ais^  de  voir  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  se*rie  qui 

7. 

fournit  —  ^-r-  est  absolument  convergente. 

Enfm,  en  vertu  d'une  remarque  faite  au  n°  38,  la  s^rie 


qui  reste  convergente  quand  on  y  remplace  les  coefficients  par 
leurs  valeurs  absolues  et  x  par  A,  a  alors  une  somme  qvii  est  au 
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plus  egale  a  celle  de  la  serie 

-...  -I-  AnQfl_i  +  ...=  Q  —  i. 


II  convient  de  remarquer,  comme  dans  le  n°  38,  que,  si  les  con- 
ditions imposees  ici  an  produit  infini 


P  =  ( 

sont  y^rifiees,  elles  le  sont  encore  pour  le  produit  infini  egal 

i).  ..(!+«»/)..., 


dont  les  facteurs  s'obtiennent  en  groupant  ensemble,  en  nombre 
fini  ou  infini,  les  facteurs  du  produit  P,  ainsi  que  permet  de  le 
faire  la  the"orie  des  produits  infini  s  a  double  entree.  En  effet,  si  on 
effectue  le  meme  groupement  sur  le  produit  infini 

Q  =  (I  4-  A0)(I  -h  AO  .  .  .  (I  +  A«)  .  .  .  , 

on  le  transform  era  en  un  produit  infini  egal 


d'ailleurs  i  +  ^0  6tant  obtenu  en  faisant  le  produit  d'un  nombre 
fini  ou  infini  de  facteurs  de  P,  pris  chacun  une  fois,  cv0  peut,  d'a- 
pres  le  theoreme  m^me  que  nous  venons  de  d6montrer,  etre  mis 
sous  la  forme  d'une  serie  entiere  en^  quireste  con^ergente  quand 
onremplace  tous  ses  coefficients  parleurs  valeurs  absolues  etdont 
la  sonime  est  alors  au  plus  egale  a  B0  ;  de  raeme  pour  w{,  (V2,  •  •  • 
et  B^  Bo,  .  .  .  ;  enfin  la  s6rie  a  termes  positifs 


est  convergente;  les  conditions  sont  done  verifiees  pour  le  produit 
transformed 

42.  Nous  allons   maintenant  de'duire  quelques  consequences 
tres  importantes  de  la  proposition  du  n°  37. 
Soit 


une  s^rie  dont  le  rayon  de  convergence  est  R.  Pour  une  valetir 
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quelconque  x  satisfaisant  a  la  condition 

|arl<R, 

la  fonclion  $(#)  admet  des  derives  premiere,  seconde,  etc.,  au 
sens  de  la  theorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  c'est- 

a-dire  que  1'expression 

* 


tend  vers  une  limite  #'(#)  quand  h  tend  vers  zero  (*),  que  P  ex- 
pression 


Lend,  dans  les  memes  conditions,  vers  une  limite  $"(#),  et  ainsi 
de  suite.  Les  derivees  successives  de  <?(#)  ne  sont  autres  que  les 
sommes  des  series  convergentes 


1  .  0,1  H-  2  #2  #  4-  -  -  .  H-  /l«/i  a?71 
I  .  2  fltjj  •+•  2  .  3  «3  3?  -f-  .  .  .  -h  (  71  —  l) 


Soit  en  effet  x  un  nombre  que  nous  regarderons  comme  fixe 
dans  ce  qui  suit  et  dont  nous  supposerons  la  valeur  absolue  X 
moindre  queR;  soient  Hun  nombre  positif  fixe  moindre  que  R  —  X 
et  h  une  variable  qui  reste  en  valeur  absolue  moindre  que  H.  De- 
signons  enfin  par  A0,  K\  ,  .  .  .  ,  A^,  ...  les  valeurs  absolues  de  a^ 
<7|,  ...,  a/t,  ----  D'apres  le  premier  theorem  e  d'Abel  (n°  30)  la 
serie  a  termes  positifs 


est  convergente  et  il  en  est  de  meme  de  la  s^rie 

-.  .  .4-  an(x  +- 


(J)  En  d'autres  termes,  pour  une  valeur  determin^e  de  #,  au  nombre 
correspond  un   nombre  <?f(#)  jouissant  de  la  propriete  suivante  :  &  chaquc 
nombre  positif  s,  on  peut  faire  corresponds  un  nombre  TJ  tel  que  Ton  ait 


sous  la  seule  condition 
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On  a  d'ailleurs 

an(&-+-  h)Tl~  anxn->r  -axn-ihn  -4-.  ,. 

n(n  —  i).  .  .(n,  —  P-f-i) 
H  --  -  -  -  -  -  -  -  -  -  anx 

1.2  ,.  ./? 

et  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  du  polynome  en  h 
qui  figure  au  second  membre,  quand  on  y  remplace  h  par  H,  n'est 
autre  chose  que  A/2(X  +  H)w.  La  s^rie 


etant  convergente,  on  voit  que  la  serie  ®(x  +  A),  ou  1'onregarde  h 
comme  la  variable,  se  trouve  dans  le  cas  du  n°  38;  elle  peut  etre 
mise  sous  la  forme  d'unes^riea  double  entree  absolument  conver- 
gente, qui  peut  etre  elle-meme  ordonn^e  suivant  les  puissances 
de  A.  Les  series  partielles 


a0  H-  «i  oc  H-  .  .  .  -H  atlx!l  -4-  .  .  .  , 


qui  figurent  comme  coefficientsde  A°?  —  ?  —  ?  ••-?  sont  absolument 

convergentes  et,  en  d6signant  les  sommes  de  ces  series  par  $(#), 
^(a?),  ^(a?),  ..-,  on  aura 


Cette  formule  subsiste  tant  que  Ton  a 

WSH. 

On  d^duit  de  cette  formule  la  relation  suivante 


qui  montre,  puisque  le  second  membre  est  une  fonction  continue 
de  A,  que  Ton  a 


et  ainsi  de  suite. 
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Les  series  <£'(#),  $"(»,  .  -  •  ,  absolument  convergentes  tant  que 

Ton  a 

|  x  \  <  R, 

ne  peuvent  etre  convergentes  pour  une  valeur  b  de^telle  que  Ton 

ait  |*|>R. 

Si  $'(»,  en  effet,  dtait  convergente  pour  x  =  6,  on  aurait 

lim.]  nanbn\  —  o 
«==« 

et  a  fortiori 

lim.  |  anbn\  =  o; 

n=  <» 

par  suite  la  s^rie  9(x}  serait  convergente  pour  les  valeurs  de  x 
satisfaisant  aux  conditions 


Toutes  les  sdries  «(a?),  <$f(x),  V(x),  .  .  .  ont  done  le  meme 
cercle  de  convergence.  Ilpeutd'ailleurs  arriver  que,  sur  la  circon- 
ference,  la  premiere  s£rie  soit  convergente  sans  que  les  autres  le 
soient  :  c'est  ce  qui  arrive  si  Ton  suppose 


La  s^rie 


convergente  assur^ment  si  Ton  a 


peut  ^tre  convergente  pour  d'autres  valeurs  de  h.  Ce  fait  sert  de 
fondement  a  la  lh£orie  de  la  continuation  que  Ton  d^veloppera 
plus  tard  (nos  51-60);  la  proposition  qui  fait  1'objet  principal  du 
num^ro  suivant  r^sulterait  immediatement  de  cette  theorie;  toute- 
fois  nous  la  plains  ici  pour  ne  pas  interrompre  la  suite  des  id^es. 

43.  Soit  9(x)  une  s&ie  enti^re  en  a?,  convergente  dans  tin 
cercle  C  de  rayon  R  et  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls. 
En  un  point  #<  int^rieur  a  C  la  fonction  9(x)  ne  peut  pas  £tre 
nulle  ainsi  que  toutes  ses  d£riv£es. 
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En  effet,  si  Ton  pose 

,         |  A|<  R  — 


on  aura 


I  .2 


Supposons  que  $(#)  soil  nulle  ainsi  que  toutes  ses  derive"es  pour 
x  =  2?<  ;  alors  le  second  membre  sera  nul  quel  que  soil  A;  le  pre- 
mier membre  sera  done  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  veri- 
fient  la  condition 


sous  laquelle  le  developpement  de  $(#),  suivant  les  puissances 
de  h  =  x  —  x\  est  legitime;  c'est-a-dire  que  <$(x)  sera  nulie  pour 
tons  les  points  x  situes  a  Pinterieur  du  cercle  C,  decrit  de  #, 
comme  centre  et  tangent  interieurement  au  cercle  C.  II  en  sera  de 
meme  de  toutes  les  derivees  de  $(#},  ainsi  qu'on  le  voit  soil  en 
regardant  une  derivee  comme  la  limite  du  rapport  de  1'accroisse- 
ment  de  la  fonction  a  1'accroissement  de  la  variable,  soit  parce  que 
Ton  peut  e'crire  pour  les  derivees  $y(^),  ®tr(x}>  .  .  .  des  d^velop- 
pements  suivant  les  puissances  de  A  analogues  a  celui  de  $(^?)  que 
nous  venons  de  considerer. 

Si  le  cercle  C<  contient  le  point  o,  la  fonction  <£(x]  etant  nulle 
en  ce  point  ainsi  que  toutes  ses  derivees,  tons  les  coefficients  de 
son  developpement  suivant  les  puissances  de  x  devraient  etre 
nuls  (n°  36),  ce  qui  est  contraire  a  Phypothese.  Si  le  cercle  C{  ne 
contient  pas  le  point  o,  on  prendra  a  I'interieur  de  ce  cercle,  sur 
le  rayon  oppos^  a  celui  qui  aboutit  au  point  a?0  un  point  x%  pour 
lequel  on  appliquera  le  m^me  raisonnement;  <£(x)  devra  etre 
nulle  ainsi  que  toutes  ses  de'rivees  pour  tous  les  points  interieurs 
au  cercle  C2  decrit  de  #2  comme  centre  et  tangent  interieurement 
a  G.  Si  le  cercle  C2  contient  le  point  o,  la  demonstration,  est  ter- 
mine"e;  sinon,  en  continuant  de  la  meme  fac,on,  on  parviendra  evi- 
demment  a  enfermer,  au  bout  d'un  nombre  fini  d'op^rations,  le 
point  o  dans  un  cercle  a  Finte'rieur  duquel  on  saurait  que  la 
fonction  $(#)  est  nulle  ainsi  que  toutes  ses  derive'es  et  Ton  arrive 
toujours  a  la  me*me  conclusion. 

44.  Voici  maintenant  quelques  consequences   importantes  de 
T.  et  M.  —  I.  5 
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cette  proposition  et  qu'il  faut  rapprocher  des  resultats  analogues 
obtenus  dans  le  n°  36  pour  le  point  o. 

Pour  x  =  x{  la  fonction  $(#  )  pent  etre  nulle  ainsi  que  ses  de~ 
rivees,  9f(x{),  «"(#0i  .  .  .;  mais  il  existe  une  derivee  9™(z{)  qui 
n'est  pas  nulle.  En  supposant  que  toutes  celles  d'un  ordre  moindre 
soient  iiulles,  on  pent  ecrire 


Oil 


P(#_#{)  designant  une  serie  entiere  en  (#  —  4^)  qui  n'est  pas 
nulle  pour  x  =  x{  et  qui  est  convergence  dans  le  cercle  C{  ;  on 
dit  alors  que  x{  est  un  z^ro  d'  ordre  n  de  $(^?). 

Le  point  x,,  int^rieur  au  cercle  C,  ne  peut  pas  etre  lalimite 
d'un  ensemble  infini  de  points  pour  lesquels  <$(x]  s'annule,  par 
exemple  cc\  ne  peut  pas  appartenir  a  un  arc  de  courbe,  si  petit 
qu'il  soil,  en  tous  les^points  duquel  <£(x)  s'annuleraft. 

Deux  series  entieres  en  #,  convergentes  dans  le  cercle  C,  ne 
peuvent  avoir  des  valeurs  6gales  pour  les  points  d'un  ensemble  in- 
fini admettant  pour  limite  un  point  x\  interieur  a  G,  par  exemple 
pour  tous  les  points  d'un  arc  de  courbe  interieur  a  C,  sans  6tre 
identiques,  c'est-a-dire  sans  que  les  coefficients  correspondants 
dans  les  deux  series  soient  <%aux. 

Enfin  dans  un  cercle  C'  concentrique  a  C  et  de  rajon  moindre, 
il  ne  peut  exister  une  infinite  de  points  distincts  pour  lesquels 
<£(#)  s'annule  :  si  Ton  considere,  en  effet,  Tensemble  infini  que 
fornieraient  ces  points,  on  voit  qu'il  admettrait  necessairement 
comme  point  limite  un  point  interieur  a  C'  ou  sitxie  sur  sa  circon- 
ference  (4)  et  dans  tons  les  cas  interieur  au  cercle  C. 

48.  Soit 

#(a?)  =  «0  •+•  ai%  -f-  .  .  .  -h  anxn  -h  ... 

une  serie  convergente  dans  le  cercle  C;  la  s<§rie 


(')  C'est  une  generalisation  facile  du  theor^me  de  Bolzano  (voirY Introduction 
a  la  theorie  des  fonctions,  de  M.  J.  Tannery,  p.  42,  n°38). 


StiRIES   DONT  LES   TERMES   DEPENDENT   D'UNE   VARIABLE.  67 

sera  convergente  au  moins  dans  le  m£me  cercle,  car  si,  pour  une 
valeur  particuli£re  de  or,  |  anxn  \  tend  vers  zero  quand  n  augmente 

ind&Sniment,  il  en  estde  meme  de    — —  xn  .  D'ailleurs.lad^rivee 

'  n   -i  -   r  ' 
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^(#)  de  la  s^rie  ^(#)  est  dgale  a  $(#);  les  deux  series  $(#), 
^(x]  ont  done  le  meme  cercle  de  convergence  (n°42).  Enfin,  on 
peut  demontrer  que,  sur  la  circonference  meme,  la  s6rie  ^(#)  est 
convergente  aux  points  ou  la  serie  9(x]  est  elle-m&me  conver- 
gente  (i ) ;  mais  inversement,  comme  nous  1'avons  deja  fait  obser- 
ver dans  le  n°  42,  sur  la  circonfdrence,  la  convergence  de  ^(#) 
n'entraine  pas  celle  de  <£(x). 

De  1'egalite 

%,(*)  =  9  (*) 

resulte  la  consequence  suivante  :  si  Ton  considere  un  arc  de 
courbe  y,  interieur  au  cercle  C,  defini  par  la  relation 


ou  la  variable  reelle  t  doit  varier  de  t0  a  t\  et  ou  cp(f),  fy(t)  sont 
des  fonctions  r6elles  de  t,  admettant  les  derivees  <px(£),  <|/(0>  on 
aura,,  en  prenant  Tintegrale  le  long  de  Fare  y  et  en  designant  par 
XQ,  x\  les  extr^mit^s  de  cet  arc  qui  correspondent  aux  valeurs  £0? 
t{  de  f, 


46.  Reprenons  les  notations  du  n°  37  et  consid^rons  ^  nouveau 


(')  C'est  une  consequence  de  la  seconde  des  propositions  e"noncees  dans  la  note 
du  n°  31. 

(2)  Nous  rappelons  rapidement  la  demonstration  de  cette  proposition,  afin 
d'e'viter,  dans  1'esprit  du  lecteur,  toute  confusion  entre  les  integrates  relatives 
aux  variables  imaginaires  et  celles  qui  se  rapportent  aux  variables  r^elles. 

Si,  pour  les  valeurs  de  x  que  de"finit  la  relation  a?  =  9(0  4-  z'*KO,  on  a?  en 
designant  par  *(f),  ^(^),  ^(O,  ^(0  des  fonctions  reelles, 


on  aura 
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line  s^rie 

UQ  -H  Ui  -H    .  .  .    -h  Un  -H    ... 

dont  tons  les  termes  (*)  sont  des  fonclions  de  x  satisfaisant  aux 
di verses  conditions  imposees  dans  ce  n°  37.  La  somme  <p(j?)  de 
cette  serie  peut,  comme  on  Pa  vu  plus  haul,  etre  mise  sous  forme 
d'une  s^rie  enliere  en  x  pour  les  valeurs  de  la  variable  qui  satis- 
font  a  la  condition 


et,  par  suite, 


D'ailleurs  on  a,  par  definition, 

(x)  dec  =       /"''[^CO  <?'(*)  -"^(0  <K  (0]  ^ 


f< 

C/ 


/»'i 

I  /     [^. 

^'o 


or  les  inlegrales  qui  figurent  dans  le  second  membre  ayant  le  sens  de  la  theorie 
des  fonctions  d'une  variable  re*elle,  on  voit,  en  tenant  compte  des  ^galit<^s  (I), 
que  ces  integrates  sont  respectivement  egales  & 


ce  qui  demontre  l'6gali 


On  aurait  pu  e"tablir  le  meme  resultat  en  partant  du  th^oreme  demontre  au 
n°  28.  En  supposant  la  courbe  y  int^rieure  ^  un  cercle  G'  concentrique  a  C  et  de 
rayon  moindre  et  en  se  rappelant  que,  dans  ce  cercle  C',  la  serie  9  (as)  est  uni- 
formeinent  convergente,  on  yoit  qu'on  pourrait  ^crire 


(x)dx=aQ  C  dcc^-a,  Cx  dx+.  ..-H  an  /  xn 
JY  »/Y  ^T 

il  resterait  a  e"tablir  les  egalit^s 


qui  sont,  au  fond,  des  cas  particuliers  de  l^galite  que  nous  voulons  de"monlrer, 
mais  qu'il  est  facile  d'^tablir  directement  en  se  reportant  a  la  definition  des  in- 
t^grales  prises  le  long  d'une  courbe. 

(4)  Nous  ^crirons  un(co    a  la  place  de  un  quand  nous  aurons  besoin  de  metlre 
la  variable  en  Evidence. 
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elle  admet  done  (n°  42)  pour  ces  valeurs,  des  derivees  ep'(#), 
cp"(#),  • . . ;  nous  allons  montrer  que,  si  Ton  designe  par  ur^  w* , . . ., 
les  derivees  successives  de  la  fonction  un^  derivees  qui  existent 
aussi  en  vertu  du  precedent  nume'ro,  les  series 


sont  convergentes  pour  lesjaouJmes  valeurs  de#  etontpour  sommes 


Soil  en  effet  x  un  nombre  fit&  dont  la  vakui*  absolue  X  soit 
moindre  Cfue  A  :  soit  h  une'  variable  dont  la  valeur  absolue  H 
reste  moindre  que  A  —  X.  Considerons  la  serie 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  h  ;  on  a,  d'apres  le  n°  42, 
un(x  -4- A)  =  un  H — -An ~h-+>. . .; 

d'ailleurs  la  serie  <f(x  +  h)  est  uniformement  convergente  pour 
Jes  valeurs  considere'es  de  A  ;  on  peut  done  appliquer  le  theoreme 
du  n°  37  et  mettre  <f(x  +  h)  sous  la  forme  d'une  sdrie  entiere 
en  A  ;  on  aura  ainsi 

A* 


et  le  theoreme  est  demontre. 

47.  Supposons  maintenant  que,  pour  les  valeurs  de  x  qui  satis- 
font  a  la  condition 

I^KA, 

la  serie 

]K<)1-H«1  In—Hi  M*     I-H-.- 

soit  uniformement  convergente  et  que  sa  somme  reste  infe"rieure 
a  un  nombre  positif  fixe?  le  produit 

7Z  =  » 

?(*)  =  JJ 
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pourra,  pour  ces  valenrs  de  #,  etre  mis  sons  la  forme  d'une  s^rie 
entiere;  la  fonction  P(#)  admet  done  des  derives.  Pour  les 
former,  on  mettra  le  produit  infmi 

P(a?H- A)  =  II  [H-  un(x-+-  h)] 

sous  la  forme  d'une  serie  entiere  en  A,  ce  qui,  en  vertu  du  meme 
raisonnement  qne  pour  la  s^rie,  est  possible  pour  toutes  les  va- 
le urs  de  h  qui  v^rifient  la  condition 


On  a  vu,  n°  40,  que,  dans  ce  d£veloppement,  le  coefficient  de  la 
premiere  puissance  de  la  variable,  qui  est  ici  A,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


pourvu  qu'aucune  des  fonctions 


ne  soit  nulle,  c'est-a-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que 
P(#)  soit  different  de  zero.  On  a  done,  en  d^signant  par  F(^)  la 
deriv^e  de  P#, 


P(.r)        i-i- M0        i -4- MI       *  i  -H  w/i 

et  Pon  voit  que  la  derivee  logarithmique  de  P(#)  est  la  somme 
des  d^riv^es  logarithmiques  de  ses  facteurs.  Si  P(#)  6tait  mil,  il 
faudrait  que  1'un  des  facteurs,  i  +  un  par  exemple,  fut  nul ;  on 
verrait  alors  sans  peine  que  la  d£rive*e  de  P(#)  serait  donnde  par 
la  formule 


c'est  encore  la  meme  regie  que  pour  un  produit  limite. 

48.  Placons-nous  maintenant  dans  le  cas  du  n°  38,  ou,  en  con- 
servant  les  notations  de  ce  numero,  la  s6rie  a  double  entree  et  a 


SERIES   DONT   LES   TERMES   DEPENDENT   D'UNE   VARIABLE.  71 

termes  positifs 


est  convergente.  D^signons  par 


ce  que  devient  la  serie  un(%}  quand  on  y  remplaceles  coefficients 
r^ppar  leurs  valeurs  absolues;  il  est  clair  que  les  derive'es  \]'n(x}, 
U^(#),  ...  de  Un(x)  ne  seront  autres  que  les  series  u'n(x), 
u"n(x},  ...  dans  lesquelles  on  remplace  aussi  les  coefficients  par 
leurs  valeurs  absolues.  On  voit  de  suite  que  la  serie 

cp(a?  -H  h]  =  w0(^7  +  A)  -h  MI(#-H  A)  -h..  ,-h  z^,i(^H-  A)  +.  .  ., 

ou  1'on  regarde  x  comme  une  constante  dont  la  valeur  absolue  X 
est  moindre  que  A,  et  h  comme  une  variable  dont  la  valeur  ab- 
solue est  inferieure  ou  e'gale  a  A  —  X,  satisfait,  elle  aussi,  aux 
conditions  (i°)  et  (2°)  du  n°  38;  en  effet,  chacun  de  ses  termes 
peut  £tre  remplace  par  une  se'rie  entiere  en  A;  et  (i°)  si,  dans  la 
se"rie 


on  remplace  les  coefficients  des  puissances  de  h  par  leurs  valeurs 
absoiues  et  h  par  A  —  X,  on  formera  une  se'rie  dont  les  termes 
seront  respectivement  moindres  que  les  termes  correspondants  de 
la  serie 

U*(X)  +  U^X)^^  +  UJ(X)  ~~  +.  .  .  =  IMA)  =  Afl  ; 

d'ailleurs  (2°)  la  serie 

A0-h  AI  +  .  .  .-f-  A»-K.  . 

est  convergente.  D^s  lors,  on  peut  appliquer  a  la  serie  qui  repre*- 
sente  cp(#  +  Ii)  et  au  produit  infini 


A)  =  JJ  [r  -+- 
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les  resultats  obtenus  dans  les  nos  38,  41 ,  et  Ton  a  ainsi  etabli, 
sans  s'appuyer  sur  la  proposition  generale  du  n°  37,  que  les  series 

K'O  (a?)  -f-  u(  (a?)  H-.  .  .-h  <(#)+.  , . , 


sont  absolument  convergentes  tant  que  Ton  a  |#|  <  A,  qu'elles 
represenlent  les  derivees  cp'(#),  <p"(#),  •  •  •  de  la  s£rie  o  (x)  et  que, 
en  supposant  toutefois  P(#)  different  de  zero,  la  serie 


est  absolumenl  convergente  dans  les  memes  conditions  et  repre- 
sente  la  derivee  logarithmique  de  P(#). 
II  est  aise  de  voir,  en  outre,  que  la  serie 

a'o  (a?)  -+•  u\  (a?)  H-.  .  .H-  w^(a?)  -4-.  .  . 

satisfait  aussi,  ainsi  que  les  d^riv^es  suivantes  de  <p(#),  aux  con- 
ditions (1°)  et  (2°)  du  n°  38,  pourvu  qu'on  remplace  A  par  A  —  e, 
e  etant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  voudra. 

Enfin,  en  vertu  de  remarques  faites  dans  les  nos  38  et  41,  des 
conclusions  pareilles  s'appliquent  aux  series  et  produits  infinis 
que  Ton  peut  deduire  de  la  serie  <p(#)  on  du  produit  infini  P(^) 
en  groupant  les  termes  ou  les  facteurs  de  cette  serie  ou  de  ce 
produit. 

49.  Voici  encore  ime  consequence  du  n°  37.  Soient 


deux,  series  entieres,  la  premiere  eny,  la  seconde  en  x. 

Supposons,  en  designant  par  A  et  B  deux  nombres  positifs, 
que  pour  les  valeurs  de  x  qui  vtSrifient  la  condition 


la  seconde  s^rie  soit  absolument  convergente  et  que  1'on  ait 
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supposons,  de  plus,  que  la  premiere  serie  soitabsolument  conver- 
gente poury  =  B. 

La  premiere  serie,  quand  on  j  regarde  y  comme  egal  a  cp  (a?), 
est  uniformement  convergence  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  a  la  condition  |  x  |<  A  ;  d'ailleurs  [?(#)]*,  pour  ces  va- 
leurs, a  cause  de  la  regie  de  multiplication  des  series,  peut  £tre 
mis  sous  la  forme  d'une  serie  entiere  en  x  ;  il  en  est  done  de 
meme  de  la  fonctiony*[cp(^)]. 

En  parliculier,  on  se  trouvera  dans  le  cas  du  n°  38,  si  la  serie 
a  termes  positifs 


est  convergente  et  a  une  somme  egale  ou  inf^rieure  a  B. 

SO.  La  proposition  precedente  montre  quel'inverse  d'une  serie 
entiere  en  x 


convergente  sous  la  condition 


ou  C  est  un  nombre  positif,  peut  elle-meme  etre  mise  sous  la  forme 
d'une  serie  entiere  en  x,  quand  le  premier  coefficient  ca  n'est  pas 
nul. 

On  peut,  en  effet,  poser 

y  = 

puis  6crire 


pourvu  que  1'on  ait 

l/KI'ol; 

on  peut  d'ailleurs  determiner  un  nombre  positif  D  <^  C,  tel  que, 

sous  la  condition 

|»|<D 

on  ait 

lrl<K<|c0l, 
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K  iiant  un  nombre  positif  ;  cela  resulte  de  la  continuity  de  la 
se"rie 

C^X  -4-  Ci  CCZ  -+-  .  .  .  -4-  Ctt#7*-h.  .  . 

dans  le  voisinage  de  x  =  o.  Des  lors,  on  voit  que,  pourvu  que  x 
soit  moindre  quc  D  en  valeur  absolue,  les  conditions  requises 
pour  Implication  du  th^oreme  du  nume"ro  precedent  sont  veri- 
fies, et,  par  consequent,  pour  ces  memes  valeurs  de  #,  1'inverse 
de  $(#)  est  elle-meme  une  serie  entiere  en  x. 
II  en  sera  de  me*me  du  rapport 


oti  <£{(x]  est  une  autre  serie  entiere  en  x>  convergente  lorsque 
Ton  a    x  \  <  D,  comme  on  le  voit  en  multipliant  les  deux  series 


au  surplus,  pour  irouver  les  coefficients  de  la  s^rie  ^gale  au  rap- 
port considere,  on  pourra,  au  lieu  d'appliquer  le  procede  pr^ce- 
dent,  employer  la  method  e  des  coefficients  indetermine's  ou  efFec- 
tuer  la  division  comme  s'il  s'agissait  de  polynomes  ordonnes 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

Des  considerations  d'une  autre  nature  montrent  que  le  cercle 

de  convergence  de  la  seYie  entiere  en  x  qui  est  egale  a  ^—  •  est  la 
plus  petite  des  valeurs  absolues  des  racines  de  liquation  <£(x)  =  o. 


IV,  —  Continuation  des  fonctions. 

51.  Les  paragraph.es  precedents  montrent  comment  la  conside"- 
ration  des  series  entiferes  donne  naissanee  a  des  fonctions  de,  x 
continues,  admettant  des  de'rive'es.  Toutes  ces  fonctions,  obtenues 
par  des  series  entieres,  ou  des  combinaisons,  en  nombre  fini  ou 
infini,  de  ces  series,  se  ramenent  elles-m^mes  a  des  series  en- 
ti^res,  et  se  trouvent  toujours,  a  moins  qu'il  ne  s'agisse  de  fonc- 
tions transcendantes  entieres,  enferm^es  dans  un  cercle,  le  cercle 
de  convergence  de  la  se*rie  finale.  II  nous  reste  a  niontrer  com- 
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ment  on  peut  sortir  de  ce  cercle  :  on  y  arrive  par  la  notion  de  la 
continuation  des  fonctions  (  {  ). 
Soit 

<3?0(#  —  #o)  =  ^o-f-  a\(%  —  XQ)  -\-  .  .  .+  atl(x  —  a70)/l-h.  .  . 

ime  serie  entiere  en  x  —  #0,  admettant  pour  cercle  de  conver- 
gence le  cercle  C0,  de  centre  #0,  de  rayon  R0.  La  somme  de  cette 
se>ie  definit  une  fonction  de  x  pour  toutes  les  valeurs  de  la  va- 
riable qui  verifient  la  condition 

\x~x^\  <  R0. 

Cette  s&rie  est,  suivant  la  terminologie  de  M.  Weierstrass,  un  ele- 
ment de  fonction  analytique. 

Soit,  maintenant,  x\  un  point  situe  a  Yinterieur  da  cercle  Co- 

Si  1'on  fait 

x  —  ccG  =  xi  —  'CCQ-r-Ji,         h  =  x  —  a?i, 

il  existera,  d'apres  le  n°  42?  une  serie  procedant  suivant  les  puis- 
sances de  h,  ayant  la  meme  somme  que  la  serie  proposee,  et  con- 
vergente  tant  que  Ton  aura 

\x  —  a?i|  <R0—  ]^i—  ^o|> 

c'est-a-dire  tant  que  le  point  x  est  a  I'int&rieur  du  cercle  d^crit  dn 
point  x{  comme  centre,  et  tangent  interieurement  au  cercle  C0; 
nous  d^signerons  cette  serie  par 


Les  coefficients  bQ,  b^  .  .»,  bn^  .  .  .  ne  sont  autre  chose  que  les 
=  #j,  des  fonctions 


D6signons  par  Ri  le  rayon  du  cercle  de  convergence  C1  de  la 
serie  ^^(x  —  a?<).  Deux  cas  peuvent  se  presenter  :  on  bien  1'on 


(!)  M.  M^ray,  qui7  par  son  enseignement  et  ses  publications,  a  M  Tun  de 
ceux  qui  ont  le  plus  contribud  a  fonder  la  the~orie  des  fonctions  sur  la  conside"- 
ration  des  series  entieres,  emploie  1'expression  de  cheminement. 
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aura,  quel  que  soil  le  point  x{  interieur  an  cercle  COJ 

R1==  Ro—  |a?!  —  a?0|; 
on  bien,  pour  certains  points  au  moins,  on  aura 

R!>RO—  [a?!  —  a?0|. 
Dans  le  premier  cas,  dont  on  a  d'ailleurs  des  exemples  (*),  la 

(')  Telle  est  la  s6rie  signalee  par  M.  Lerch  (Acta  mathematica,  t.  X,  p.  87) 


dont  le  cercle  de  convergence  a  'pour  rayon  i  :  si  Ton  pose 
a?  =  r(coscp  H-  z  sin  9) 


et  si  I'on  suppose  cp  =*-  2  it,  ^?  et  #  etant  entiers,  on  voit  sans  peine  qu'on  peut 
ecrire,  pour  cette  valeur  de  la  variable, 


La  seconde  partie  du  deuxieme  membre  est  reelle  et  la  valeur  absolue  de  la  pre- 
miere est  moindre  que  q  —  -  1  :  la  seconde  partie  croit  d'ailleurs  ind^finiment 
quand  /•  tend  vers  un?  par  des  valeurs  croissantes;  il  en  est  done  de  meme  de 
|  $(a?)  |  quand  le  point  x  s'approche  de  la  circonf^rence  du  cercle  C0  en  restant 
sur  le  rayon  qui  aboutit  au  point  dont  1'affixe  est 

cos  —  2  IT  -H  i  sin  ~  2  1:  ; 
q  q 

on  en  conclut  que  ce  point  ne  peut  etre  situ^  a  Vinterieur  du  cercle  de  conver- 
gence d'une  s^rie  (Sl(^c  —  a?t)  d^duite  de  $(a?)  comrae  il  a  6t6  expliqu^  dans 
le  texte.  D'ailleurs  sur  tout  arc  de  la  circonfe"rence  du  cercle  C0  se  trouvent  une 
infinite'  de  points  dont  1'affixe  a  la  forme  pre"ce*dente  ;  tous  les  cercles  de  conver- 
gence des  series  telles  que  ^^(sc  —  sc^  sont  done  tangents  mt6rieurement  au 
cercle  CB.  II  en  serait  de  meme  pour  la  serie 


et  d'autres  series  analogues  qui  se  rencontrent  dans  la  the'orie  des  fonctions  el- 
liptiques,  mais  Ja  demonstration  est  un  peu  plus  complique"e.  On  pourra  consul- 
ter  sur  ce  sujet  un  int^ressant  article  de  M.  MeVay  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathematiques,  2*  serie,  t.  XII,  p.  248- 
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fonction  definie  par  la  premiere  serie  <£(x  —  #0)  est  reellement 
enfermee  dans  le  cercle  de  convergence  C0  ;  elle  ne  peut  £tre  con- 
tin  uee  an  dela. 

Le  second  cas  est  celui  qui  se  pr^sente  le  plus  souvent  dans  les 
applications  elementaires;  nous  allons  nous  j  arreter. 

52.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe  maintenant,  les  deux  cercles  C0 
-et  Cj  ont  une  partie  commune  [Co,Cj].  Nous  allons  demontrer 
que,  en  tout  point  £,  interieur  a  la  fois  aux  cercles  C0,  Cn  les 
deux  series  $0  (x  —  #0),  <£<  (x  —  jc\^  representent  la  meme  fonc- 
tion. 

D'abord,  pour  tout  point  #',  situ£  a  1'interieur  du  cercle  C't  de- 
crit  du  point  x\  comme  centre  et  tangent  interieurement  a  C0,  les 
deux  fonctions  ^^(x  —  ^0)?  L$\(x  —  #4)  sont  egales  ainsi  que 
leurs  derivees.  La  chose  est  evidente  pour  les  derivees,  si  Ton 
regarde  celles-ci  comme  les  limites  du  rapport  de  I'accroissement 
de  la  fonction  a  celui  de  la  variable.  Elle  apparatt  aussi  claire- 
ment,  si  Ton  compare  les  deux  developpements 

' 


developpements  ou  ^\x!  —  XQ},  <£(^(xf—Xt)  designent  les  va- 
leurs  pour  x  =  x'  des  ^mes  derivees  par  rapport  &x  de  ^Q(X  —  j;0), 
LSt  (x  —  #i),  et  que  1'on  obtient  en  rempla^ant,  dans  ces  der- 
nieres  fonctions,  x  par  x1  '+  A,  puis  en  developpant  suivant  les 
puissances  de  A.  Ces  deux  series  entieres  en  A  doivent  avoir  des 
valeurs  Egales  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  A,  et, 
par  consequent,  doivent  avoir  leurs  coefficients  correspondants 
e"gaux  (n°36).  Si  doncle  point  S  est  interieur  au  cercle  G'1?  les  deux 
series  ^0(^  —  ^o)?  ^\  (x  —  &\)  ont  meme  valeur  en  ce  point, 
ainsi  que  toutes  leurs  de'rive'es. 

Si  Ton  considere,  en  general,  deux  points  quelconques  x\  er,  $, 
on  peut  les  supposer  relies  de  la  fa$on  suivante.  Imaginons  une 
suite  forme'e  par  un  nombre  fini  de  points,  d'ailleurs  aussi  rap- 
proches  qu'on  voudra, 
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dont  les  points  x\  et  \  soientle  premier  et  le  dernier,  et  une  suite 
correspondante  de  cercles 

GI,    TI,    F2,     ...,    I\,    r, 

tels  que  le  centre  de  chaque  cercle  soit  le  point  correspondant  de 
la  suite 

&19        5l»         ?2,         •-.,         ?«,         5, 

et  que  chaque  cercle  contienne,  a  son  intdrieur,  le  centre  du  cercle 
suivant.  Nous  appellerons  la  figure  forme*e  par  ces  cercles  et  leurs 
centres  chatne  de  cercles  entre  x\  et  £  ({). 

Les  points  x}  et  £  6tant  interieurs  a  1'espace  [C0,C1]J  nous 
supposerons  la  chaine  form^e  de  cercles  qui  soient  tons  interieurs 
a  cet  espace  et  qui  n'en  touchent  me"me  pas  la  limite.  On  pourra, 
si  Ton  veut,  prendre,  par  exemple,  les  points  ^,  £2,  .  .  .  ,  \n  sur 
le  segment  de  droite  qui  joint  x\  a  ?. 

Ceci  pose,  en  tout  point  du  cercle  c1  ,  les  deux  series  $0(#  —  ^o)7 
*%{(&  —  #i)  ont  les  memes  valeurs,  ainsi  que  toutes  leurs  deri- 
vees;  nous  dirons  que,  dans  ce  cercle,  elles  coincident.  Le 
point  £1  est  interieur  aux  cercles  c{?  C0,  C<.  Si,  dans  Tune  on 
Tautre  des  series  $0(^  —  ^o)3  9\(x  —  x\],  on  remplace  x  par 
iiH-^J  —  ^  et  qu'on  ordonne  par  rapport  a  x  —  ^,  on  formera 
deux  series  identiques  entieres  en  x  —  ^  .  On  peut  representer 

Tune  ou  1'autre  par 

wiOzr  —  50; 

cette  derniere  serie  converge  surement  dans  le  cercle  F.,,  interieur 
aux  cercles  C0?  Ci?  et  y  coincide  tant  avec  $0(^  —  ^o)  qu'avec 
^^(^  —  #.,).  Le  point  ?2  est  interienr  aux  cercles  C0?  Co  IV  Si, 
dans  les  -series  $0(^  —  #o),  ^  (^  —  ^)»  ^(^?—  i),  on  rem- 
place x  par  $2  -H  ^  —  ?2  et  qu'on  ordonne  par  rapport  a  x  —  £2? 
on  formera  Irois  series  identiques  entieres  en  x—-\^  et  dont 
Tune  quelconque  peut  £tre  repr^sent^e  par 


cette  derniere  serie  converge  dans  tout  le  cercle  F2  interieur  a 


(*)  II  est  souvent  commode  de  supposer  que  chaque  cercle  contienne  aussi  le 
centre  du  cercle  prudent,  afin  qu'on  puisse  de&aendre  la  chatne  en  allant  de  £ 
a  a;t,  comme  on  la  monte  en  allant  de  #t  ^  5- 
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GO  et  a  C<,  ety  coincide  avec  $0(# —  ^*o)  et  ^  (# —  #,).  On 
continuera  de  la  meme  facon,  et  Ton  parviendra  ainsi,  par  un 
nombreymzd' operations,  a  nne  se*rie  entiere  en  x  —  £, 

W(ar  —  {), 

convergente  dans  le  cercle  F  de  centre  £,  interieur  aux  cercles  GO 
et  C^  et  coi'ncidant,  dans  ce  cercle,  tant  avec  #0(#  —  #0)  qu'avec 
CJ^ (#  —  x{}.  La  proposition  est  demontree. 

53,  Nous  venons  de  voir  qu'il  existe  une  fonction  /(#)  qui, 
pour  tout  point  interieur  soit  au  cercle  G0,  soil  an  cercle  CM  coin- 
cide soit  avec  LS0(x —  #0),  soit  avec  ^{(x —  #<),  soit  avec  les 
deux,  si  le  point  x  est  a  la  fois  inte'rieur  aux  deux  cercles. 

Pour  un  point  de  la  circonference  du  cercle  G0  situe  a  I'int^- 
rieur  du  cercle  C<,  on  doit  prendre  pour  definition  de  f(x]  la  va- 
leur  que  fournit  la  serie  (S]  (x  —  #,).  A  cause  de  la  continuity,  on 
voit  que,  si  la  serie  $0  (#  —  ^o)  se  trouve  etre  convergente  en  ce 
point,  elle  fournira  la  meme  determination,  comme  il  resulte  du 
second  th^oreme  d'Abel ,  en  supposant  qu'on  s'approche  du 
point  x  en  suivant  le  rayon  du  cercle  C0  qui  y  aboutit.  Mais  la 
serie  9?0(#  —  ^o)  pent  n'etre  convergente  en  aucun  point  de  1'axe 
considere,  et  \\faut  alors  recourir  a  la  seconde  serie  <£{  (x  —  x< ). 

Les  points  situes  sur  Fare  de  cercle  C< ,  contenu  a  1'interieur 
de  C0j  donneraient  lieu  a  des  observations  semblables. 

Les  arcs  de  chacun  des  cercles  C0,  G^1  qui  sont  int6rieurs  a 
I'autre,  peuvent  etre  effaces,  et,  dans  Paire  limitee  par  les  arcs 
restants,  aire  que  nous  d^signerons  par  le  symbole 

((Co,  CO), 

on  a  defmi  une  fonction  univoque  /(<#),  jouissant  des  propriet^s 
qui  suivent  :  En  chaque  point  a  interieur  a  Taire  consideree,  la 
fonction  est  finie,  continue,  et  admet  des  derivees  de  tous  les 
ordres;  elle  est  developpable  en  une  s&ie  entire  en  x  —  a,  con- 
vergente pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  —  a  soit  suffisam- 
ment  petite.  (On  exprime  souvent  Tensemble  de  ces  propri6tes  en 
disant  que  la  fonction  est  reguliere  en  a.} 

On  dit  aussi  que  la  serie  $o(#  —  ^o)  est  continues  dans  le 
cercle  C< ,  hors  du  cercle  G0,  par  la  s^rie  §{  (x  —  x{ ). 
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§4.  II  est  a  peine  utile  de  faire  remarquer  que,  si  la  sdrie 


est  continuee  par  la  sdrie 

<8i  (ao  —  a?t  )  =  Z>0  -+-  #1  (OG  —  a?i)  4-.  .  .  H-  bn  (x  —  a?i)n-f-  .  .  .  , 

les  series 

#i(#-*o),        «S(*-*o), 

derives  successives  de  la  premiere,  seront,  de  meme,  continuees 

par  les  series 

#i(*-*i),        #*!(*-#,), 

derivees  successives  de  la  seconde. 
De  meme  encore,  si  Ton  pose 


la  s^rie  ^o(#  —  a?0)  sera  continuee,  dans  le  cercle  G{  ,  par  la 
serie 


qui,  au  point  x^  coincide  avec  elle  ainsi  que  ses  derivees.  Dans 
le  cas  ou  le  cercle  C^  contiendrait  le  point  ^r0?  ^s  deux  series  qui 
se  c  ontinuent  devraient  etre  egales  pour  x  =  x$  ;  on  aurait  alors 


55.  On  a  suppose,  dans  ce  qui  precede,  que  les  cercles  C0,  C^ 
^talent  les  cercles  de  convergence  des  deux  series  9^(x  —  ^o)? 
9^(x  —  ^i);  mais  il  est  evident  que  tons  les  raisonnements  sub- 
sisteraient  sans  modification  si  Ton  avait  pris  ,  a  la  place  du 
cercle  G0,  un  cercle  concentrique  de  rajon  moindre;  puis,  apres 
avoir  deduit  de  la  meme  fagon  la  s^rie  <${  (x  —  x{)  de  la  serie 
$*0(^  —  d?0),  a  la  place  du  cercle  C<  un  cercle  concentrique  plus 
petit. 

Si  Ton  continue  a  supposer  que  les  cercles  C0  et  C<  sont  les 
cercles  de  convergence  des  deux  series  <£0(#  —  ^0)^  $\  (%  —  x\  ), 
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on  pent  faire  une  remarque  interessante  relative  aux  rayons  R0 
et  R1  de  C0  et  C4  : 

Le   cercle    C,    e^anl,    au   moms  ,   inte'rieurement    tangent    au 
cercle  C0,  on  a 

Ri^Ro—  |a?i  —  a?o|- 
On  a,  de  meme, 


Cela  est  evident,  si  le  cercle  C<  ne  contient  pas  x$  a  son  inte'rieur; 
dans  le  cas  contraire,  cette  inegalite  r6sulte  de  ce  que  1'on  aurait 
pu  deduire  la  serie  $0(a?  —  #o)  de  la  serie  $<  (x  —  a?4  ),  comme  on 
a  deduit  <£}  (x  —  x\]  de  9?0  (&  —  ^o)  ?  on  poserait 


et  la  serie  qui  figure  dans  le  dernier  membre  serai  tidentique,  terme 
par  terme,  a  $0  (^?  —  j?0),  puisque  les  deux  fonctions  ®i  (x  —  x{  ), 
c^o(^  —  #o)  doivent,  pour^  =  ^r0,  etre  egales,  ainsi  que  toutes 
leurs  derivees  (*  ). 

56.  Si  Ton  prend  un  point  x%  inte'rieur  a  1'aire  ((C0,  C^))  et  si 

Ton  considere  la  serie 

#a(tf  —  a?8) 

entiere  en  x  —  x^  qui  repr6sente  en  x*  et  aux  environs  imme- 
diats  la  fonction/(^),  ilpeut  arriver  que  le  cercle  de  convergence 
de  ^^(x  —  #2)  depasse  Paire  ((C0,  C{)),  ce  qui  permet  alors 
d'etendre  1'aire  dans  laquelle  la  fonction/(^)  est  d^finie.  Et  Pon 
peut  continuer  ainsi.  On  concevra  d'ailleurs  plus  facilement  la 
possibility  de  cette  extension  par  les  remarques  que  nous  allons 
faire  dans  ce  num^ro  et  dans  le  suivant. 

Considerons  une  portion  (A)  du  plan,  liniite*e  par  un  ou  plu- 


(l)  Si  1'on  donne  au  point  a?,  les  diverses  positions  qu'il  peut  occuper  dans  le 
cercle  C0,  a  chaque  position  correspondra  une  valeur  pour  Rt.  II  re"sulte  de  lu 
retnarque  pre"ce"denle  que  la  limite  sup^rieure  de  Pensemble  des  valeurs  de  Rt 
est  2R0.  On  d^montre  que  la  limite  inferieure  de  cet  ensemble  est  o,  limite  qui 
n'est  d'ailleurs  atteinte  pour  aucun  point  interieur  &  C<». 

T,  et  M.  —  I.  c 
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sieurs  contours,  mais  d'ailleurs  connexe^  c'est-a-dire  telle  qne  Ton 
puisse  toujours  joindre  denx  points  interieurs  a  (A)  par  uneligne 
brisee  situee  tout  entiere  dans  (A)  et  n'en  rencontrant  pas  le 
contour. 

Snpposons  qu'une  fonction /(#)  soit  definie  pour  tout  point  a 
appartenant  a  (A)  ou  a  son  contour,  et  soit  telle  qu'ii  existe  une 
serie  ^a(^  —  #)?  convergentepourvuque  la  valeur  absolue  de x  —  a 
reste  inferieure  a  uncertain  nombre  positif  fixe  r,  independantde 
#,  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  et  que  cette  serie  ait  les  memes 
valeurs  que  f(x)  dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  r(<). 
Nous  dirons  que  la  fonction/(#)  est  holomorphe  dans  Paire  (A), 
et  sur  son  contour. 

Soit  une  seconde  fonction  <p(#)  aussi  holomorphe  dans  Paire 
(A)  et  sur  son  contour,  le  rayon  de  convergence  des  series  entieres 
par  lesquelles  on  peut  1'exprimer  aux  environs  de  chaque  point 
etant  aussi  au  moins  e*gal  a  r. 

Si  en  un  point  a,  interieura  (A),  les  deuxfonctions/(,r),  cp(#) 
sont  e'gales  ainsi  que  toutes  leurs  de'rivees,  elles  coincident  en  tout 
point  de  Paire  (A). 

Autour  de  ce  point  a,  en  effet,  dans  un  cercle  de  rayon  e*gal  ou 
infe"rieur  a  r,  les  deux  fonctions  sont  represented  par  la  meme  se"- 
rie  entire  en  x  —  a\  soit  maintenant  &un  antre  point  interieur  a 
(A),  on  pourra  relier  les  deux  points  a,  b  par  une  chaine  de  cer~ 
cles,  tous  de  rayons  infe'rieurs  a  r  et  tous  interieurs  a  Paire  (A). 
Des  lors,  le  raisonnement  employ^  dans  le  numero  precedent  pour 


(*)  Toutes  les  restrictions  qne  nous  faisons  ici,  comme  le  lecteur  s'en  convain- 
cra  sans  peine,  ne  sont  pas  necessaires;  elles  sont  faites  pour  faciliter  le  raison- 
nement dans  une  the'orie  dont  nous  ne  voulons  exposer  que  les  parties  les  plus 
^ssentielles. 

Ainsi  la  fonction  /( a?) ,  d^fmie  dans  1'aire  ((C0,  C,)),  dans  le  n°  53,  ne  satisfe- 
rait  aux  conditions  impos6es  que  si  Ton  substituait  aux  cercles  C0,  Gt  des  cercles 
respectivement  concentriques,  mais  de  rayons  moindres. 

Ajoutons  encore  qu'en  parlant  de  courbes  qui  servent  de  contour  ou  de  lignes 
^'integration,  nous  supposerons  toujours  que  1'on  a  affaire  a  des  lignes  forme'es 
d'un  nombre  fini  d'arcs  de  courbes  simples,  comme  des  portions  de  droites,  d'arcs 
de  cercles,  etc.,  ou,  plus  gene'ralement,  d'arcs  de  courbes  analytigues,  c'est-a-dire 
telles,  que  les  coordonne'es  rectangulaires  d'un  de  leurs  points  puissent  s'expri- 
mer  par  des  series  entieres,  a  coefficients  reels,  par  rapport  a  un  parametre 
r^el  t,  lequel  ne  doit  varier  que  dans  les  limites  oij  ces  series  sont  absolument 
convergentes. 
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prouver  que,  au  point  £,  les  deux  series  9?0  (x  —  #0),  ®{  (x  —  x{) 
avaient  meme  valeur,  ainsi  que  toutes  leurs  derivees,  subsiste  evi- 
demment;  en  allant  de  cercle  en  cercle,  on  voit  que  les  deux 
fonctions/(#),  <p(#)  sont  represented,  dans  chaque  cercle,  par 
la  meme  serie  entiere.  On  voit  aussi  d'ailleurs  que  ces  deux  fonc- 
tions  doivent  coi'ncider  sur  le  contour  de  (A). 

En  particulier,  si  5*a(#  —  #)  est  la  serie  entiere  en  x  —  a  qni 
repre*sente  la  function  /(#)  dans  le  cercle  de  rayon  ;*et  de  centre 
a,  Fegalite 

/(#)=£«(*-«) 

devra  subsister  pour  tons  les  points  x  qui  sont  a  la  fois  situes  a 
Finterieur  du  cercle  de  convergence  de  la  serie  et  a  Finterieur  de 
(A).  Si  Ton  considere  un  cercle  de  centre  a  et  situe  tout  entier  a 
1'interieur  de  (A),  1'application  evidemmentlegitime  dela  formule 
de  Cauchy 


OLI  1'intdgrale  est  effectuee  le  long  de  la  circonference  dece  cercle, 
dans  le  sens  direct,  montre  que  Ton  a,  pour  tous  les  points  x 
interieurs  a  ce  cercle, 


Le  second  membre  n'est  autre  chose  que  la  se'rie  <£&  (x  —  a)  et  Ton 
voit  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  cette  serie  est  an 
moins  e'gal  a  la  plus  courte  distance  du  point  a  au  contour  de 
(A)  (  *).  Le  rayon  du  cercle  de  convergence  est  meme  necessaire- 
ment  un  peu  plu-s  grand,  ea  raison  de  Phypothese  qui  a  ete  faite 
sur  la  faQon  dont  la  fonction  /(#)  se  comporte  sur  le  contour 
de  (A). 

Si  maintenant  on  part  d'un  point  b  interieur  a  la  fois  a  (A)  et 
aii  cercle  de  convergence  de  la  serie  $fl(#  —  a),  et  que  Ton  forme 


(*)  Cette  derniere  conclusion  pourrait  se  deMuire,  en  ne  faisant  intervenir  que 
des  propositions  appartenant  a  la  theorie  m^me  cles  series,  du  the*oreme  enonc^ 
dans  la  note  du  n°  55. 
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la  s^rie 


I  .  2t 

on  a  ara 


pour  tons  les  points  5?  situ^s  a  la  fois  dans  (A)  et  a  Tinterieur  du 
cercle  de  convergence  de  la  se>ie  $&(#  —  6),  en  sorte  que,  dans 
(A),  la  continuation  de  la  fonction  9a(x  —  a),  effective  comme 
il  a  e"te  explique  dans  les  nos  S2et  53,  sera  loujours  fournie  par  la 
fonction  /(#). 

Supposons  enfm  que  1'aire  (A)  soil  lirnite'e  par  tin  contour 
simple.  Alors,  si  Ton  part  du  point  a  intSrieur  a  (A)  pour  aboutir, 
en  suivant  une  courbe  7  dont  tous  les  points  appartiennent  a  (A), 
a  un  points  appartenant  aussi  a  A,  1'integrale 


=   f 

J  a 


sera,  comme  il  resulte  du  theoreme  fondamental  de  Cauchy  sur  les 
integrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  independante  dela 
courbe  (y);  elle  definira  done  une  fonclion  F(^),  univoque  dans 
Faire  (A)  et  Ton  sait,  par  la  theoriede  Cauchy,  que  cette  fonction 
est  holomorphe  dans  (A). 

On  arriverait  assez  facilementa  la  notion  de  cette  fonction  F(#) 
en  continuant  dans  1'aire  (A)  la  serie  ^(x  —  a)  entiere  en  (x  —  a) 
qui  a  pour  de*rivee,  dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  /-,  la 
serie  9a(x—  a)  et  cela  en  suivant  un  procede  qui  sera  explique 
tout  au  long  au  n°  64;  nous  laisserons  ce  soin  au  lecteur. 

S7.  Consid^rons  maintenant  deux  portions  du  plan  (A),  (B) 
limitees  chacune  par  un  contour  simple  et  deux  fonctions  /(#), 
<p(x)  holomorphes  chacune  dans  1'aire  correspondante  et  sur 
son  contour,  au  sens  qui  a  et£  fixe*  dans  le  dernier  numero. 

Supposons  que  les  deux  aires  (A),  (B)  empietent  Tune  sur 
Fautre  et  qu'en  un  point  a  inte"rieur  a  la  fois  a  (A)  et  a  (B),  les 
deux  fonctions/(#),  cp  (x)  soient  ^gales  ainsi  que  toutes  leurs  deri- 
vees  correspondantes.  Alors  il  est  clair,  par  le  numero 
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que  les  deux  fonclions  ne  cesseront  pas  de  coincider,  ainsi  que 
toutes  leurs  derivees  dans  toute  la  region  (C)  commune  a  la  fois  a 
(A)  et  a  (B),  et  dont  les  differents  points  peuvent  6tre  relies  a  a 
par  xme  lign'e  brisee  dont  lous  les  points  appartiennent  a  la  fois  a 
(A)eta(B), 

Supposons  d'abord  que  les  deux  aires  (A)  et  (B)  n'aient  pas 
d'autres  points  communs  que  ceux  qui  appartiennent  a  la  region 

(C)  ainsi  definie  :  on  pourra  effacer  la  partie  da  contour  de  (A) 
qui  est  dans  (B),  celle  du  contour  de  (B)  qui  est  dans  (A)  et  dans 

Paire 

((A,  B)), 

dont  les  points  appartiennent  soit  a  (A.)  soit  a  (B),  on  aura  defini 
une  fonction  holomorphe  F(#),  egalea/(#),  a-cp(^)  ouauxdeux 
fonctions/(#)  et  <&(#),  suivant  que  le  point  x  est  dans  (A),  dans 
(B),  ou  a  la  fois  dans  (A)  et  dans  (B). 

Mais,  si  les  deux  aires  (A)  et  (B)  ont  une  autre  region  commune 

(D)  telle  que  Ton  ne  putypenetrer  en  partant  deaet  en  restant^ 
la  fois  dans  les  aires  (A)  et  (B),  rien,  dans  ce  qui  precede,  n'aulo- 
rise  a  dire  que,  dans  cette  region  (D),  les  deux  fonctions/(#), 
cp(#)  coincident..  11  poxirra,  suivant  les  circonstances,  en  etre  ou 
n'en  £tre  pas  ainsi,   et  il  faudra  se  garder,  dans  ce  dernier  cas, 
d'effacer  les  portions  du  contour  de  (A)  ou  de  (B)  qui  limilent  la 
region  (D).  On  voit,  sans  que  nous  insistions  davantage,  comment 
s'introduit  de  cette  fagon,  la  notion  de  coupure,  que  nous  suppo- 
sons  d'ailleurs  familiere  au  lecteur. 

S8.  Donnons  un  exemple  des  methodes  et  propositions  qui  pre- 
cedent. Partons  de  la  serie 


dans  laquelle  le  cercle  de  convergence  C  a  £videmment  Tunite  pour 
rayon.  En  un  point  x  int&rieur  a  ce  cercle,  on  a  pour  les  derivees 
successives 
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et  par  suite,  x^  etant  nn  point  interienr  a  C, 

*~I:^       i  (of  —  off^       i 

__  -  -  H- 


On  voil  cTailleurs  que  la  s£rie 


entiere  en  #  —  #i?  est  convergente  tant  que  1'on  a 


c'est-a-dire  tant  que  le  point  #  est  situe  a  1'interieur  du  cercle  C1  , 
decrit  du  point  x\  comme  centre  et  passant  par  le  point  —  i. 
Ainsi  le  cercle  de  convergence  de  la  serie 


est  generalement  exterieur  en  parti  e  au  cercle  C,  etFon  a  ainsi  tin 
premier  moyen  de  con  tinner  lafonction  $(#)  en  dehors  du  cercle 
C,  moyen  dont  on  pourra  d'ailleurs  poursuivre  plus  loin  1'applica- 
tion. 

D'autre  part,  si  xf  est  uu  point  quelconque  exterieur  ou  inte- 
rieur  au  cercle  C:  mais  dont  toutefoisl'affixe  n'estpas  reelle  n6ga- 
tive  et  plus  petite  que  —  i  (ou  =  —  i),  la  serie 

—  cc' 


i  H-  x'       a  (i  H-  a?')2 

entiere  en  x  —  oc^   est  convergente  tant  que  x  verifie  la  condi- 
tion 

\x  —  x'\<  |H-^;1? 

c'est-a-dire  tant  que  x  est  situ£  a  Finterieur  du  cercle  C;  decrit  de 

x1  comme  centre  et  passant  par  le  point  —  i;  et  comnae  la  derivee 

/2> fg'\ 

par  rapport  a  x  de  9  ( , )  est  egale  a 


i  -4-  of 
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les  fonctions 


I-h  X 


ont  en  x  toutes  leurs  derivees  egales;  on  en  conclut  que,  en  de"si- 
gnant  par  a  une  valeur  de  x  ve"rifiant  a  la  fois  les  conditions 


les  deux  fonctions 


coincident  ainsi  que  leurs  derivees  au  point  a.  Elles  coincident,  par 
consequent,  dans  to  ate  la  region  commune  a  deux  cercles  respec- 
tivement  concentriqnes  aux  deux  cercles  G  et  C'  et  de  rayons  un 
pea  moindres;  par  suite  enfin,  en  un  point  quelconque  de  la  region 
commune  aux  deux  cercles  C,  C',  laquelle  coniienl  le  point  a.  Si 
Ton  efface  les  portions  des  deux  circonf&rences  C,  G  dont  chacune 
est  interieure  au  cercle  dont  elle  ne  fait  pas  partie,  on  a  defini 

dans  I'aire 

((G,  C')) 

une  fonction  unique  f(x)  holomorphe  dans  celte  aire  mais  non 
sur  le  contour. 

Si  Ton  avait  pris  comme  point  x]  un  point  d'affixe  reelle  nega- 
tive et  plus  petite  que  —  i,  il  n'existerait  pas  de  point  a\  c'est 
pourquoi  nous  avons  exclu  ces  valeurs  de  x}  '. 

Si  Ton  considere  maintenant  un  autre  point  a?  tel  que  la  circon- 
ference  C"  decrite  du  point  a?  comme  centre  et  passant  par  le 
point  —  i  n'ait  aucun  point  commun  autre  que  ce  dernier  point 
avec  la  region  [C,  <7],  commune  aux  deux  cercles  C,  (7,  et,  si 
Ton  d^signe  par  b  un  point  interieur  a  la  fois  aux  deux  cercles  C, 
C",  on  voit  que  les  deux  aires  limitees  par  des  contours  simples,  C'7 
et  ((C,  C')),  auront  en  ge'ne'ral  deux  parties  communes  :  1'une 
contient  le  point  b]  les  points  de  1'autre  ne  peuvent  £tre  relics 
an  point  b  sans  franchir  le  contour  de  1'une  ou  de  Fautre  des 
deux  aires.  Dans  la  premiere,  les  fonctions  /(#)  et 


V  1 4-  as" 


88  INTRODUCTION. 

coincident;  rien  n'autorise  a  dire  qu'elles  coincident  dans  la  se- 
conde,  et,  en  effet,  elles  n'y  coincident  pas.  Nous  le  savons, 
d'ailleurs,  par  les  propri<£t£s  bien  connues  de  la  fonction  non  uni- 
voque  log(i  -+-  #),  et  nous  ne  nous  arreterons  pas  a  montrer  com- 
ment le  procede  precedent  pourrait  permettre  de  le  reconnaitre 
directement. 

S9.  II  nous  reste  encore,  pour  terminer  ce  sujet,  a  expliquer  ce 
qu'il  fatit  entendre  par  continuer  le  long  d'une  courbe  une  fonc- 
tion definie  par  une  serie  9?0(#  —  #o)>  entire  en  #0. 

Supposons  que  les  points  #07  x{,  .  ,  .,  xn  soient  les  centres  res- 
pectifs  des  cercles  C0,  Ci?  .  .  .,  Cn  formant  une  chaine  (n°  52), 
c'est-a-dire  tels  que  chacun  de  ces  cercles  contienne  le  centre  du 
cercle  suivant;  supposons,  en  outre,  que  les  series 


soient  respectivement  convergentes  dans  ces  cercles,  et  que  cha- 
cune  ait  et£  deduite  de  la  pr^cedente  par  continuation,  de  sor.te 
que  1'on  a,  par  exemple, 


Enfin,  supposons  les  points  ^0>  x\-)  •  •  •  j  %n  situes  sur  un  arc  de 
courbe  (S),  conamengant  au  point  ^r0,  finissant  au  point  xn  et  sa- 
tisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

A  chaque  valeur  de  Fare  s,  compt^  a  partir  de  x^  correspond 
un  point  unique  de  la  courbe.  En  se  deplagant  sur  la  courbe  de 
fagon  que  Fare  s  grandisse  d'une  maniere  continue,  on  rencontre 
successivement,  et  dans  1'ordre  indiqu^,  les  points  #07  %\ ,  #2?  - •  •  ?  %n ? 
en  d^crivant  successivement  les  arcs  x§x{,  x\x*,  ...,  xn^\xn, 
respectivement  contenus  a  1'int^rieur  des  cercles  C0?  Co  ..., 
Gn_{.  S'il  arrive  que  deux  de  ces  arcs  se  croisent,  on  regardera 
comme  essenti^llement  distincts  le  point  du  premier  et  le  point 
du  second  arc  qui  coincident;  ces  deux  points  se  distingueront 
par  la  valeur  de  Fare  s,  qui  n'est  pas  la  m&me  pour  Fun  et  pour 
Fautre.  Convenons  encore,  si  £  est  un  point  quelconque  de  la 
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courbe  (S)  correspondant  a  la  valeur  a*  de  Fare  s,  et  si  (y)  est  un 
cercle  decrit  du  point  £  comme  centre,  d'appeler  arc  de  la  courbe 
interieur  au  cercle  (y)  la  portion  de  cette  courbe  que  Ton  decrit 
en  faisant  croitre  ou  decroitre  s  a  partir  de  a1,  jusqu'a  ce  qu'on 
rencontre  la  circonference  du  cercle  (y);  s'il  y  a  d'autres  points 
de  la  courbe  interieurs  au  cercle  (y),  on  n'en  tiendra  pas  compte. 

Ceci  pose,  nous  definirons  sans  ambigmte,  pour  tout  point  x 
de  la  courbe  (S)  correspondant  a  un  arc  s  donne,  nne  fonction  /"(,#), 
par  cette  condition  que,  si  le  point  x  appartient  a  1'arc  ,#/#/+i  ,  la 
valeur  de/(#)  soit  egale  a  celle  de  <£i(x  —  xt). 

La  fonction/(#)  jouit  de  la  propriete  suivante  :  Si  Ton  consi- 
dere  un  quelconque  £  des  points  de  (S)  correspondant  a  la  va- 
leur d  de  Pare  s,  il  existera  un  cercle  (y)  de  centre  £,  de  rayon  p 
inde*pendant  de  a1,  et  une  serie  •&(%  —  £)  entiere  en  x  —  !j,  telle 
que  Ton  ait 


pour  tons  les  points  del'arc  dela  courbe  (S)  interieur  au  cercle  (y). 
II  suffira,  en  effet,  de  prendre  pour  p  un  nombre  inferieur  a  cha- 
cun  des  nombres  S<7  S2,  .  .  .,  §«_.<,  ou  o/  d^signe  la  plus  courte 
distance  d'un  point  de  1'arc  XiXiJr\  a  Ja  circonference  du  cercle  C/, 
et,  -en  supposant  que  5  apparlieune  a  ce  dernier  arc,  de  prendre 
pour  la  se'rie  w(x  —  ?)  la  serie  qui  se  d^duit  de  ^i(x  —  a?/),  en 
substituant  x  —  5  H-  $  —  xt  a  x  —  x^  et  en  ordonnant  suivant  les 
puissances  de  x  —  £. 

Toute  fonction/(^?)  jouissant  de  la  propriete  prec^dente  est 
entierement  d^termin^e  des  qu'on  se  donne  la  courbe  (S)  et  le 
premier  element  9Q(x  —  #0),  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  les  va- 
leurs  des  deriv6es  successives  de  la  fonction/(#)  au  point  x$.  On 
s'en  convaincra  sans  peine  par  un  raisonnement  employe  deja 
plusieurs  fois,  en  s'avangant  successivement  sur  la  courbe  (S)  a 
gartir  du  point  ^0?  et  en  formant  une  chaine  de  petits  cercles  de 
rayons  £gaux  a  p  dont  les  centres  soient  sur  (S),  et  se  succ&dent 
dans  un  ordre  tel  qu'on  les  rencontre  successivement  en  marchant 
sur  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants  a  partir  du  point  #0- 

On  voit,  d'apres  cela,  que  si,  pour  continuer  la  fonction 
®Q(X  —  #0)  jusqu'au  pointy,  on  avait  pris  sur  la  courbe  (S)  une 
autre  suite  de  points  x\,  x'^  .  *  .,  x'p,  xn  correspondant  a  des 
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valeurs  toujours  croissantes  de  Fare  s,  de  maniere  a  obtenir, 
toujours  par  le  meme  procede,  une  suite  de  series  entires  en 
x  —  x\)X  —  x'^  .  .  .,  x  —  oc'p,  et  enfin  x  -—  #/2, 

<jP0(a?  —  a?0),     P^-^i),     P2(#  —  #2),     -..,     Vp(x  —  x'l3},     Pn(x~xn), 

la  derniere  serie  ne  peut  qu'£tre  identique  a  la  se"rie  ®n(x  —  #«), 
trouvee  an  mojen  de  la  premiere  suite  de  points.  On  a  aiusi  une 
idee  tres  nette  de  ce  qu'est  la  continuation  d'une  fonction,  donnee 
par  un  premier  element  8?0(#  —  a?0),  quand  on  suit  une  courbe 
determinee,  en  supposant  que  cette  continuation  puisse  se  faire. 

On  concoit  d'ailleurs  que,  en  suivant  deux  chemins  differents 
pour  aller  du  point  XQ  au  point  xfl,  on  parvienne  en  ce  point  avec 
deux  series  differentes,  entieres  en  x  —  xn,  quoiqu'on  soit  parti 
du  meme  element  $0(^  —  #o)« 

Si  la  courbe  (S)  fait  partie  d'une  aire  (A)  dans  laquelle  on  ait 
defmi  (n°S6)  une  fonction/(^)  holomorphe  dans  (A)  et  surle  con- 
tour, et  si  Ton  part  de  l'6lement  #0(a?  —  ^0)?  clui  coincide  au 
point  2?0  et  aux  environs  avec  /(^),  il  est  clair  que  la  fonction 
que  Ton  defmira  ainsi  le  long  de  la  courbe  (S)  coincidera  toujours 
avec  /(#),  et,  dans  ce  cas?  si  Ton  aboutit  au  m£me  point  xn  en 
suivant  deux  cliemins  differents,  appartenant  tons  les  deux  entie- 
rement  a  I1  aire  (A),  on  arrivera  en  xn  avec  la  meme  serie 


60.  Reportons-nous  maintenant  au  commencement  du  n°  56, 
ou,  en  partant  d'un  element  $0(^  —  ^o)^  nous  a^ons  cherche  a 
con  tinner  la  fonction  que  definit  cet  element  dans  le  cercle  de 
convergence. 

II  peut  se  faire  qu'on  parvienne,  par  une  serie  de  continuations 
successives,  a  d<3finir  dans  tout  le  plan,  sauf  certains  points,  cer- 
taines  lignes,  certaines  regions,  une  fonction  univoque  et  regu- 
liere  partout,  sauf  pour  les  points,  lignes  et  regions  exclues. 
Quant  aux  lignes  de  discontinuite,  elles  peuvent  etre  de  diverses 
natures  :  les  unes  ne  pouvant  etre  traversees  en  aucune  fagon, 
comme  dans  1'exemple  de  la  note  du  n°  51  ,  tandis  que  les 
autres,  qui  s^parent  deux  regions  dans  lesqu  elles  la  fonction  est 
d<§finie,  pourraient  £tre  traversees  sans  obstacle  par  une  ligne 
suivant  laquelle  on  pourrait  continuer  la  fonction  par  le 
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da  numero  precedent,  en  partant  d'un  element  relatif  a  un  point 
de  la  premiere  region,  mais  avec  cette  circonstance,  que  les  series 
que  Ton  trouverait  ainsi,  apres  avoir  traverse  la  ligne  de  disconti- 
nuite',  ne  coi'ncideraient  plus  avec  les  series  qui  definissent  la 
fonction  dans  la  deuxieme  region. 

Nous  ferons  encore  la  remarque  suivante  :  Soit  $  ( -  J  une  serie 
entiere  en  -?  convergente  tant  que  Ton  a 

|  a?  |  >  A, 

ou  A  est  un  nombre  positif.  Designons  par  JU  la  region  exte- 
rieure  au  cercle  de  rayon  A  decrit  du  point  0  comme  centre.  On 

observera  d'abord  ciue  la  serie  $  (  -  )  definit  une  fonction  de  la 

1  W 

variable  x  holomorphe  dans  toute  aire  limitee  qui  fait  partie  de  Jlo 

sans  en  atteindre  la  limite  :  cela  re*sulte,  si  Ton  veut,  du  the'o- 
reme  du  n°  49  sur  la  composition  des  series.  Imaginons  mainte- 
nant  que,  en  partant  par  exemple  d:un  element  de  fonction 
cJ?o(#  —  xQ]  et  en  appliquant  le  procede  de  continuation,  on  par- 
vienne  £  une  serie  LJ?a(#  —  ^a)j  pour  laquelle  x&  appartienne  a  Jlo 
et  telle  que,  pour  tous  les  points  du  cercle  de  convergence  de 
cette  serie  situes  dans  oJU  on  ait 


il  est  clair  qu'on  pourra  alors  appliquer  la  proposition  du  n°  57 
et  que,  si  Ton  continue  F  element  $a(#  —  #a)  en  restant  dans  JU, 
par  exemple  au  moyen  d'une  chaine  de  cercles  tous  situe's  dans  <A>, 
on  trouvera  toujours  des  series  9?p(#?  —  x$)  pour  lesquelles  on 

aura 

'r 

\®j 

dans  la  region  ou  les  deux  membres  ont  un  sens,  et  Ton  pourra 

regarder  Foment  f  (-)  lui-meme  comme  fournissant  la  conti- 

\  xj 

nuation  de  la  fonction,  dont  la  partie  que  Fon  considere  est  dite 
alors  reguliere  au  point  oo. 

M.  Weiers trass  entend  par  fonction  analytique  Fensemble  de 
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toutes  les  series  telles  qtie 

#,*-*«),     #     ~, 


qtie  Ton  peut  deduire  par  continuation,  soit  d'une  fagon,  soil 
d'une  autre,  d'un  element  $<>(#  — tf0)-  Nous  avons  deja  fait  ob- 
server, et  nous  le  repetons  ici,  que,  dans  cette  expression  /auc- 
tion analytique,  le  mot  fonction  n'a  nullement  le  sens  que  nous 
avons  donne  a  ce  mot  dans  ce  Livre,  et  qui  indique  seulement  nne 
correspondance  entre  deux  variables  telle  qne  Tune  des  variables, 
la  variable  independante,  etant  donnee,  1'autre  variable,  la  fonc- 
tion, soit  donnee.  C'est  ce  dernier  sens  que  nous  conserverons 
toutes  les  fois  que  Npithete  ahalytique  ne  sera  pas  accolee  au 
mot  fonction. 

II  resulte  bien  nettement  de  ce  qui  precede  que  1' ensemble  des 
series,  qui  constitue  une  fonction  analytique,  est  determine'  quand 
on  se  donne  une  de  ces  series;  en  d'autres  termes,  une  fonction 
analytique  est  d^termine'e  par  Tun  de  ses-  elements.  Comme  on 
peut  continuer  une  fonction  en  revenant  sur  ses  pas  et  passant  de 
xn  a  #0>  au  lieu  de  passer  de  #0  a  xn,  on  voit  bien  que  la  fonc- 
tion analytique  est  determinee  par  un  quelconque  de  ses  ele- 
ments. 

V.  —  Application  aux  equations  differentielles  lineaires. 

61.  Le  procede  de  continuation  d'une  fonction  donnee  par  un 
element  ^0(^  —  ^0)?  c'est-a-dire,  au  fond,  par  la  suite  des  coeffi- 
cients d'une  serie  entiere  en  x  —  x^  n'est  guere  applicable  direc- 
tement  pour  reconnaitre  les  propri^t^s  de  la  fonction  qu'on  en- 
gendre  ainsi,  en  raison  de  la  complication  dvidente  des  calculs 
quand  on  passe  d'une  serie  a  une  autre,  et  1'importance  de  ce  pro- 
cM^  est  surtout  th^orique.  II  sert,  par  exemple,  de  base  pour  eta- 
blir  Pexistence  de  fonctions  defmies  par  des  equations  differen- 
tielles. 

Nous  n'avons  nullement  Tintention  d'exposer  la  the'orie  de  ces 
fonctions.  Nous  nous  bornerons,  pour  donner  un  exemple,  a  con- 
sid^rer  les  Equations  diff^rentielles  lineaires  et  a  etablir  le  th^o- 
r^me  fondamental  relatif  a  Texistence  des  solutions  de  ces  <§qua- 
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lions  (*),  theoreme  qui  nous  sera  utile  plus  tard  :  nous  nous  con- 
tenterons,  d'ailleurs,  uniquemenl  pour  eViter  quelques  longueurs 
d'ecriture,  d'examiner  le  cas  d'une  equation  differentielle  du  se- 
cond ordre.  Les  raisonnements  qui  suivent  s'etendenl,  sans  diffi- 
culte  aucune,  aux  Equations  d'ordre  sup^rieur. 
Soil  done 


une  equation  differentielle  lin^aire  homogene  du  second  ordre. 
Supposons  que  p  et  q  soient  des  fonctions  de  x  developpables  en 
series  entieres  en  x  —  x0  absolument  convergentes  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  a  la  condition 


Nous  allons  montrer  que,  en  d^signant  par  u$  et  u\  deux  nombres 
arbitraires,  il  existe  une  serie  de  la  forme 


dans  laquelle  les  coefficients  ?^o,  z^3,  ,  .  .  sont  parfaitement  deter- 
mine's,  convergente  pour  toutes  les  Yaleurs  de  x  qui  satisfont  a 
la  condition  precedente  (sauf?  peut-etre,  celles  pour  lesquelles 
Tegalile  a  lieu)?  et  qui,  pour  toutes  ces  valeurs,  v&rifie  identique- 
ment  Fequation  differentielle. 

On  voit  d'abord,  en  faisant  le  changement  de  variable 


qui  change  Tequation  propos^e  en  une  autre  de  m£me  forme?  que 
Ton  peut  se  borner  a  examiner  le  cas  ou  Ton  a 


Soient  done,  dans  cette  hypothese, 


p  = 

q  = 


(*)  La  th^orie  des  Equations  diff^rentielles  lin^aires,  au  point  de  vue  des  va- 
riables imaginaires,  est  due  a  M.  Fuchs,  qui  1'a  cl6velopp^e  dans  une  se"rie  de 
Memoires  dont  le  premier  se  trouve  dans  le  tome  66  du  Journal  de  Crelle. 
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les  series  a  termes  positifs 

P==|j0o|  +  |/M+----H/7»|-*-'--' 

Q  =  I  ?o|-Hsril+-----H  2»1  -+-••• 

etant  convergentes. 

Cherchons  a  satisfaire  identiquement  a  1'equation  differentielle 
par  une  serie  de  la  forme 

y  =  UQ  -h  U\  SO  H-  U-2  X*  -h  •  •  •  , 

MO,  u{  elant  des  nombres  donnes.  En  prenant  les  derivees  pre- 
miere et  seconde,  puis  snbstituant  dans  Pequation  differentielle  et 
ecrivant  qu'elle  est  identiquement  verifiee,  il  vient 


(I) 


q\  UQ  =  O, 


-4-  [(71  —  3)/?2-h  ^i]  Mrt_3-h...-4-  [/?»-2-l-  y/i-s]  Z«j -T- S'n-S  W0  =  0, 


Ces  equations,  ou  Ton  doit  reorder  UQ,  u\  comme  des  clonnees, 
determinent  successivement  et  sans  ambiguit^  les  coefficients  u^ 
^3,  .  .  .  ,  un,  .  .  .,  et  si  la  serie 

UQ  -H  Witf-h  U*X*-\-.  .  . 

ainsi  formee  est  convergente,  il  est  clair  qu'elle  verifiera  ]  'equa- 
tion differentielle.  Nous  allons  montrer  qu'elle  est  absolument 
convergente  pour  1'ensemble  des  valeurs  de  x  qui  satisfont  a  la 
condition 


Soient,  en  effet,  A  et  B  des  nombres  positifs  superieurs  ou  ^gaux 
respectivement  a  P  et  a  Q,  et,  par  consequent  a  |/?/2J,  |  qn\  pour 
toutes  les  valeurs  de  n^  soient,  en  outre,  ^0  et  Ti  deux  nombres 
positifs  6gaux  ou  superieurs  a  \  UQ\  et  u^  |.  Considerons  les  Equa- 
tions 
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(n  —  i}nvn=.  (n  —  i)  AP^-J-H  [(71  —  -  2)A  H-  B]  prt_2 

-  BPO, 


il  est  clair  que,  si  Ton  determine  les  quanlite's  P2,  p3,  .  .  .  ,  vn,  .  .  . 
par  ces  formules,  tons  les  nombres  ainsi  trouves  seront  positifs  et 
que  Ton  aura 

or  1'equation  qui  determine  vn  pent  s'e'crire 

(  n  —  i)  nvn  =      A  [(  n  —  i)  p,^  -+-  (n  —  2)  Pw_2 


en  retranchant,  membre  a  membre?  de  cette  equation  celle  qu'on 
en  deduit  en  changeant  n  en  n  —  i,  il  vient 


ainsi,  il  suffit  de  snpposer  A>  2,  pour  que  vn  soit  superieur  a 
i'/i-o  qnel  que  soit  /?,,  suppose  toutefois  plus  grand  que  un.  On  a 
d'ailleurs 


B 


____  _ 
vfl         A  -H  n  —  2       (/i  —  i  )  (  A  -+•  n  —  2)     vn  ' 

le  rapport  -^^  etant  inferieur  a  un,  on  voit  que,  lorsque  n  aug- 

mente  indefiniment,  le  premier  membre  a  pour  limite  1'unite;  par 
suite,  si  xj  est  an  nombre  positif  plus  petit  que  un,  la  serie 


est  convergente;  la  serie 

UQ  -f-  MI  07+.  .  . 

est  done  absolument  convergente  si  la  valeur  absolue  de  x  est 
moindre  que  un.  Le  theoreme  est  demontre\ 

62.  La  valeur  de  un  tir^e  des  equations  (I)  est  evidemment  de 
la  forme 

Un  —  tsfrsn  UQ  +  OlL/z  U^  , 

ou  Jlo«  et  ^TZ  sont  des  fonctions  des  coefficients  />0,  /?0  ...,  ^Oj 
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q^  ____  Si  Ton  suppose  u{  =  o,  UQ  =  i  ,  un  se  reduit  a  JL>,,;  de 
meme  il  se  reduit  a  <$>„  si  &0  =  o,  z^  =  i  ;  il  resulte  par  consequent 
du  theoreme  precedent  que  les  series 


sont  convergentes  pour  les  valeurs  de  #  qui  verifienl  la  condition 


et  la  forme  g^nerale  des  solutions  de  1'^quation  differentielle,  qui 
peuvent  £tre  repr^sent^es  par  une  serie  entiere  en  x,  sera 


011  «0)  w<  sont  des  constantes  arbitraires  eg-ales  aux  valeurs  pour 
.r  —  o  de/(^r)  et  de  sa  derivee. 

Le  fait  que  les  coefficients  de  la  sdrie  /(#)  sont  determines 
quand  on  se  donne  les  deux  premiers,  n'est  que  la  traduction  de 
cette  proposition  evidente  a  priori:  si  une  fonction  est  assujettie 
a  verifier  liquation  dififerentielle 


les  valeurs  de  ses  de"rivees  seconde,  troisieme,  ...  en  un  point 
sont  de'termine'es  quand  on  se  donne  les  valeurs  en  ce  point  de 
cette  fonction  et  de  sa  derive'e  premiere;  cela  resulte  pour  la  dt§- 
rivee  seconde  de  Tequation 

y-f-  />/-+•  gy  =  o 

elle-meme,  pour  la  derivee  troisieme  de  celle  qu'on  en  deduirait 
en  la  differentiant,  etc. 

63.  Supposons  que  les  coefficients  /?,  q  de  1'equalion  difieren- 
tielle  soient  des  polynomes  entiers  en  x  ou  des  fonctions  trans- 
cendantes  enti^res.  H  existera  nne  fonction  satisfaisant  a  liqua- 
tion differentielle  lin^aire,  prenant  ainsi  que  sa  d6riv^e  au  point 
x  =  x$  des  valeurs  arbitraires  UQ,  u{  et  d^veloppable  en  une  se- 
rie  entiere  en  x  —  #0?  convergente  dans  un  cercle  de  rajon  arbi- 
traire,  c'est-a-dire  dans  tout  le  plan.  La  solution  g^nerale  de  Pe*- 
quation  differentielle  sera  une  fonction  transcendante  enti&re. 
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.  Supposons  que/>  et  q  soient  des  fractions  rationnelles 


<p(#),  <p(#)5  H^)  ^tant  des  polynomes  enliers  n'ayant  pas  de 
facteur  commun.  Soient  a^,  a2,  .  ..,  &p  les  racines  distinctes  de 
liquation 

0(ar;  ==  o; 

soit  enfin  XQ  un  point  du  plan  distinct  des  points  a<,  a2,  .  .  .  ,  Op. 
Si  R  designe  un  nombre  positif  moindre  que  tons  les  nombres 


les  fonctions/>  et  q  pourronl  etre  d^velopp^es  en  series  entieres 
en  x  —  XQ,  absolument  convergentes  pour  les  valeurs  de  x  qui 
verifient  la  condition 


il  existera  done  une  fonction  CJ?0  (x  —  #0)  v^rifiant  liquation 
difT^rentielle,  prenant  pour  x  =  x§,  ainsi  que  sa  d&rivee,  des 
valeurs  arbitrairement  choisies  X0,  u0,  et  convergente  pour  les  va- 
leurs  de  x  qui  satisfont  a  la  condition 

|  as  —  X*  \<  R. 

Ceci  pose,  imaginons  une  courbe  (S)  partant  du  point  ,r0j  ne 
passant  par  aucun  des  points  cc0,  ao  ...,  a.p.  II  est  ais^  de  voir 
qu'on  pourra  continuer  la  fonction  CJ?0  (x  —  #0)  tout  le  long  de 
cette  courbe.  Soit,  en  effet,  8  un  nombre  plus  petit  que  les  plus 
courtes  distances  des  points  a1  ,  a2  ,  .  .  .  ,  a^  a  la  courbe  (S); 
considerpns  une  chaine  de  cercles  C0?  C<,  .  ..,  Cn  ayant  respecti- 
vement  leurs  centres  aux  points  ^03  #M?  •-•>  xn  de  la  courbe  (S), 
et  rencontres  successivement  par  un  mobile  qui  partirait  du  point 
XQ  et  decrirait  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants  (n°  39). 
Dans  le  cercle  C0  la  serie  CJ?0  (x  —  #0)  v^rifie  Pequation  differen- 
tielle;  cette  fonction  prend,  avec  sa  deriv^e,  au  point  x\  int^rieur 
a  GO,  les  valeurs  Xl?  [x,  ;  soit  $<  (x  —  #<)la  s6rie  entire  en  x  —  x^ 
qui  ve'rifie  liquation  differen  tielle  et  dont  les  deux  premiers 
coefficients  sont  \K  et  [^  ;  au  point  x^  les  series  $0(#-—  #0)  et 
T.  et  M.  —  i.  n 
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<£{  (x  —  x^  coincident  ainsi  que  toutes  leurs  derivees;  9\  (x  —  x{] 
ne  differe   done   pas  de   la   serie   obtenue    en   remplagant,  dans 

CJ?0  (x  —  #0)j  x  —  x§  par 


Off  I  —  XQ-\-  X  -  X\ 

et  developpant  suivant  les  puissances  entires  de  x  —  X{*  On 
continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  et  Ton  arrivera  en  xn  avec 
une  serie  determine  9n  (x  —  xa\  qui  peut  etre  regardee  comme 
deduite  de  $0  (#  —  #o)  par  le  precede  de  continuation,  en  che- 
minant  le  long  de  la  courbe  (S)  (n°  59).  Cette  serie,  qui  verifie 
Fequation  difierentielle,  depend  uniquement  des  nombres  X0,  p.0 
et  du  chemin  (S)  parcouru  pour  arriver  au  point  xn. 

Si  Ton  considere  une  aire  (A),  limitee  par  un  contour  simple, 
ne  contenaat  ni  a  son  interieur  ni  sur  sa  circonf^rence  aucun  des 
points  a0?  a<,  ...,  a^,  il  existera  une  fonction/(#)  holomorphe 
dans  toute  cette  aire,  verifiant  liquation  difF^rentielle  et  entiere- 
ment  determinee  si  I'on  se  donne  sa  valeur  et  celle  de  sa  d^riv^e 
en  un  point  x§  de  (A). 

Supposons,  en  efFet,  pour  simplifier,  que  le  contour  qui  limite 
1'aire  consideree  ne  soit  rencontr^  qu'en  deux  points  par  loute 
droite  parallele  a  une  direction  convenable,  et  soit  S  un  nombre 
moindre  que  la  plus  courte  des  plus  courtes  distances  des  points 
a0,  al7  .  ..,  Op  an  contour  de  (A).  On  pourra  decomposer  (A)  en 
bandes  par  des  paralleles  equidistantes,  la  distance  de  deux  paral- 

leles  etant  -;  on  pourra  decomposer  ces  bandes  en  carr^s,  dont  Jes 
^ 

extremes  pourront  ^tre  incomplets.  L'un  de  ces  carr6s  contiendra 
le  point  #0,  pour  lequel  la  fonction  et  sa  d^rivee  doivent  6tre 
egales  respectivement  a)v0,  [x0;  on  formerala  solution  correspon- 
dante  $0  (&  —  ^o)?  <pi  conviendra  ^videmment  dans  tout  le  carre  ; 
f(x)  sera  d^finie  dans  tout  le  carre  comme  devant  £tre  ^gale  a 
<5?0  (x  —  ^0).  Dans  un  des  carr£s  contigus  appartenant  a  la  meme 
bande,  se  trouve  un  point  x^  situe  aussi  dans  le  cercle  de  conver- 
gence de  la  serie  9?0  (&  —  ^o)y  dont  le  rayon  est  sup^rieur  a  S; 
soient^  et  p{  les  valeurs  de  $<>(#  —  a?0)  et  de  sa  d&riv<3e,  pour 
x  ==*  x{\  on  formera  la  solution  correspondante  <${  (x  —  xj)  et  Ton 
adopters,  pour  valeurs  de  f(x]  dans  le  second  carre1,  celles  de 
9\  (x  —  #,).  Ces  valeurs  continueront  celles  qui  ont  et6  definies 
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dans  le  premier  carre.  On  passera  ensuite  au  carre  suivant  de  la 
meme  bande,  etc.;  on  parviendra  ainsi  a  definir  la  fonction  dans 
loute  la  bande. 

On  la  definira  de  meme  dans  la  bande  contigue  en  partant  d'un 
point  #'0,  situe  dans  le  cercle  de  convergence  d'une  des  series  pre- 
cedentes;  tons  ces  cercles,  en  efFet,  empietent  evidemment  sur  la 
seconde  bande,  Les  valeurs  de  la  fonction  dans  la  seconde  bande 
contiriuent  celles  qui  ont  ete"  de'finies  dans  la  premiere  bande, 
puisque,  au  point  #'Q,  la  fonction  de'finie  dans  la  premiere  bande 
et  celle  de'finie  dans  la  seconde  bande  sont  egales,  ainsi  que  toutes 
leurs  derivees.  On  peut  done  eflfacer  la  ligne  qui  separe  les  deux 
bandes,  puis  continaer  ainsi  de  bande  en  bande  d'un  cote  et  de 
Tautre,  jusqu'a  remplir  1'aire  (A)  tout  entiere. 

Si  Foil  a  maintenant  une  autre  aire  (B)  de  meme  nature  que  (A), 
ayant  un  point  £  commun  avec  (A)  et  n'empietant  sur  (A)  qu?en 
des  points  qu'on  peutrelier  a  £,  sans  sortir  ni  de  (A)  ni  de  (B),-on 
pourra  de  la  meme  fagon,  en  partanlde  ce  point,  remplir  Taire  (B) 
tout  entiere,  puis  effacer  la  ligne  de  separation  entre  (A)  et(B),  et 
ainsi  de  suite.  On  voit  de  cette  fa9on  qu'on  pourra  definir,  sans 
ambiguite,  une  fonction  satisfaisant  a  Fequalion  diflerentielle, 
holomorphe  dans  toute  aire  limit^e  par  un  contour  simple  ne  con- 
tenant  aucun  des  points  critiques  a0?  ai;  ...,  a^,  pourvu  qu'on 
se  donne  en  un  point  XQ  de  cette  aire  la  valeur  de  la  fonction  et 
de  sa  derive'e.  Si  #0,  xn  sont  deux  points  de  cette  aire,  si  on  les 
relie  par  une  courbe  dont  tous  les  points  appartiennent  a  Taire 
consider^e,  et  que  Ton  continue  la  solution  (?0  (x  —  XQ)  relative  au 
point  XQ  le  long  de  cette  courbe,  comme  il  a  e'le'  expliqu^  pr^cd- 
deniment,  la  solution  (Sn(x  —  xn},  avec  laquelle  on  parviendra 
ainsi  au  point  xn^  sera  evidemment  inde'pendante  du  chemin  par- 
couru  (n°  S9)» 

Mais  il  en  serait  aulrement  si  les  deux  chemins  partant  de  x$  et 
aboutissant  en  xn  contenaient  dans  1'aire  plane  qu'ils  Hmitent  un 
des  points  critiques  a0,  ai?  ...,  ap.  Si  Ton  relie  tous  ces  points 
par  une  ligne  bris6e,  dont  tous  ces  points  seraient  les  sommets, 
s'^tendant  ensuite  indefiniment  a  partir  du  dernier  point  et  telle 
que  chacun  de  ses  ^l^ments  ne  soit  traverse  par  aticuii  autre? 
puis,  que  Ton  pratique  une  coupnre  dans  le  plan  le  long  de  cette 
ligne,  on  voit,  par  ce  qui  precede,  qu'il  existera  une  fonction  f(x} 
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holomorphe  dans  tout  le  plan  coupe,  satisfaisant  a  liquation  dif- 
ferentiellej  et  entierementdeterminee  quand  on  se  donne  sa  valeur 
et  celle  de  sa  derive'e  pour  im  point  du  plan  coupe'. 

Ces  considerations  s'etendent  sans  peine  a  des  equations  diffe- 
rentielles  lineaires  plus  generates  que  celle  que  nous  venons  de 
considerer,  et  Ton  trouve  ainsi,  sans  rencontrer  de  difficultenou- 
velle,  que,  si  les  coefficients  p^  q  sont  holomorphes  dans  une 
aire  (A)  limitee  par  tin  contour  simple,  il  existera  encore  dans 
cette  aire  une  fonction  holomorphe,  verifiant  1'equation  diflferen- 
tielle,  entierement  detenninee  par  sa  valeur  en  un  point  de  Taire 
et  celle  de  sa  derivee. 
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CHAPITRE  III. 

FONGTIONS  TRANSCENDANTES  ENTIERES. 


I.  —  Fonctions  exponentielles  et  circulaires. 

65.  Abandonnant  maintenant  ces  considerations  generates, 
nous  aliens  etablir  quelques  re'sultats  fondamentaux  dus  pour  une 
bonne  partie  a  Euler  et  relatifs  aux  fonctions  exponentielles  et 
circulaires  (i). 

On  sait  que  la  se*rie 


i  .2  ...  n 


est  absolument  convergente  dans  tout  le  plan  :  elle  definit  une 
fanction  transcendante  entiere.  Nous  allons  montrer  que  sa  somme 
est  la  limite  vers  laquelle  tend 


n 


x  \ 

) 

m] 


quand  m  atigmente  indeflniment  par  des  valeurs  entieres  et  po- 
sitives. 

Supposons  d'abord  x  rdel  et  positif.  La  relation 


07\w                 X                        T\^            /              I  \    /             2\373 
=n H  (  I h  (  I- I 

m]  i        \         m]  1.2        \         mj  \        m/i.i. 

f          r  \  /         a  \         /        p  —  i  \        xP 

H-  ( i )  (i )  ••  •  (  T  —  - — -  )• 

\         m     \        m  \  m    J  1.2  .. . 


3 

•  H 
P 


(l)  Les  n°«  65,  67,  68  ont  6te  r^dig^s  d'apr^s  des  Lemons  fajies  ^  TEcole  Not- 
mafe  par  M.  DarboUx  vers  1880. 
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dans  le  second  membre  de  laquelle  les  coefficients  de  #°,  x* , 
x2,  .  .  . ,  xm  sont  tous  positifs,  montre  que,  lorsque  m  augmente, 

fi^.  £)w augmente,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  chaque  terme  du 

\          m/ 

second  membre  et  que  d'ailleurs  le  nombre  de  ces  termes  aug- 
mente. D'ailleurs  ces  termes  sont  toujours  infe'rieurs  aux  termes 

(36  \  "^  » 

i-H  —  )    resle  toujours 

inferieur  a  la  somme  de  cette  serie;  (  n )     a  done  une  limite 

\        "l/ 

quand  m  augmente  indefiniment,  et  cette  limite  est  au  plus  egale 
a  la  somme  de  la  serie  <f>(#).  D'un  autre  cote,  cette  limite  est  an 
moins  egale  a  la  limite  de  la  somme  des  p  -H  i  premiers  termes  du 

de'veloppement  de  ( I-H  —  j    ?  c'est-a-dire  a 


x       x* 

IH 1 

I  1.2 


et  cela  quel  que  soit  />.  On  voit  done  que  la  limite  de 


m 


est  egale  a  <p(#)- 

Supposons  maintenant  x  imaginaire.  Si  Ton  ordonne,  suivant 
les  puissances  de  x,  la  difference 


on  obtiendra  une  serie  dont  tous  les  coefficients  sont  re*els  et  po- 
sitifs et  dont  la  somme  ne  peut  done  qu'augmenter  quand  on  rem- 
place  x  par  \x\.  On  a  ainsi 


mais  le  second  membre  de  cette  inegalite  tend  vers  zero  quand  /;? 
augmente  indefiniment.  II  en  est  done  de  meme  du  premier. 

On  repr^sente  la  fonction  «(a?)  definie  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  par  le  symbole  ex\  e{  ou  e  n'est  d'apres  cela  autre  chose  que 
la  somme  de  la  se*rie 


i         i 


i       1.2  i . 2  ...  n 

1/application  du  theoreme  de  la  multiplication  des  series  montre 
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metric  (formule  d  'addition,  periodicite,  etc.)  s'^tendent  facilement 
aux  fonctions  sin#,  cos#?  ainsi  defmies;  nous  ne  nous  y  arr£- 
terons  pas. 

Nous  emploierons  encore  les  notations 


2 

e*-±- 
—     cos  ix  = 


Toutes  ces  fonctions  admettent  des  derivees  dont  la  formation  est 
bien  connue  et  se  deduit  d'ailleurs  de  la  consideration  des  series 
pr^c^denles. 

Enfin,  si  Ton  pose 

et  si  Ton  pratique,  dans  le  plan  des  #,  une  coupure  allant  du 
point  o  a  Pinfini  en  suivant  1'axe  des  quantites  negatives,  il  existe 
une  infinite  de  fonctions  dc  x,  holomorphes  dans  le  plan  coup£, 
qui  Y^rifient  Pequation  pr^c^dente  quand  on  les  met  a  la  place 
de  y*  PourPune  d'elles,  la  valeur  absolue  de  la  partie  imaginaire 
reste,  quel  que  soit  a?,  inferieure  a  IT;  c'estla  determination  prifl- 
cipale  de  log^r.  Toutes  les  autres  solutions  de  1' equation  prec£- 
dente  s'obtiennent  en  ajou tan t  a  celle-laun  multiple  entier  de  27tz; 
1'une  quelconque  d'entre  elles  verifie  liquation  differentielle 

dec  ~~  x 

Ges  resuJtats,  que  Pon  obtient  d'ailleurs  sans  aucune  difficult^, 
sont  trop  conn  us  pour  que  nous  nous  arr£tions  a  les  ddvelopper 
a  nouveau. 

67»  Si  Pon  pose 

l   P/  x\™        /  r\  m~} 

6(w)=i     (14--)     -(I--)        > 
v     f      2  L\        m/         \        wl    J 

m  etant  un  entier  positif  que?  pour  la  commodite  de  ce  qui  va 
suivre,  nous  supposerons  toujours  impair,  on  a,  par  Pune  des 
nitions  precedences, 
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Les  racines  de  Inequation  en  x 

6(7tt)  =  o 
sont  donne"es  par  la  formule 


m 

—  =  e 


k  etant  un  entier  quelconque.  On  tire  de  la 


m 


On  aura  toutes  les  valeurs  de  x  en  donnant  a  k  les  valeurs 
m  —  i  m  —  i  m  —  t 

7          •—  —7—  I  .          c   .   .  1         O«          I  «          ....          _^_— -. 

2  a  ?  '         '  2 

A"  etant  suppose  egal  a  Tun  de  ces  nombres,  nous  ferons 

xk  =  m  tg  -^ , 

d'ou  Ton  voit,  puisque  —  est  compris  entre  —  -  et  +  -?  que  la 
valeur  absolue  du  nombre  r^el  x^  est  supe"rieure  a  celle  de  kit. 

Les  racines  dupolynome  6(/n)  n'etant  autresque  les  nombres  ixk 
et  le  coefficient  de  x,  dans  ce  polynome  de"veloppe,  etant  e*gal  a  un, 
on  a 


Soit/?  un  entier  positif  fixe  et  posons 


,+.          Vn_          \  .  ..  /n.— _V 

^IH-I/V          a?B+»/  I  ^-l/ 

\  "TV 


on  aura 


nous  allons  chercher  ce  que  deviennent  les  deuxfacteurs  du  second 
membre  qiiand  m  augmente  indefiniment. 
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k  etant  fixe  et  m  augmentant  indefmiment,  #*=  m  tg  —  tend 
evidemment  vers  k^\  on  a  done 


et  il  est  clair  que  §»(rn)  =  fl  ,       admet  aussi  une  limite,  pour  m 

j.         **  \      '         Oil  TTL ) 

infini,  puisque  9(/n)  et  O^TW)  en  admettent  une.  II  est  aise  de 
trouver  un  nombre  superieur  a  la  valeur  absolue  de  cette  limite  : 
si  Ton  ordonne  suivant  les  puissances  de  x  le  polynome 

62O)-~i, 

les  coefficients  de  ces  puissances  sont  reels  et  positifs;  la  valeur 
absolue  de  ce  polynome  est  done  au  plus  egale  an  nombre  positif 
que  Ton  obtient  en  y  remplagant  #  par  \x  ;  eu  d'autres  termes? 
on  a 


1+    -~—   )(l-f--T—   I    •••    /    I-f-TT—    \-I 
*p+l 


.  .  .  rI+  _i£i!_i_I 

/'^LU.V,! 
L     V   2    /    J 


Ja  derniere  ineg-alite  resultant  de  ce  que  \Xk\  est  plus  grand  que 
\k*\. 
Mais  en  raison  de  la  convergence  du  produit  infini 


qui  resulte  elle-m6me  de  la  convergence  de  la  s^rie 


il  est  clair  que,  si  1'on  se  donne  un  nombre  positif  e  arbitrairement 
petit,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  entier  positif  rtel  que, 
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sous  la  condition/*  >  r,  le  dernier  niembre  des  in£galites  prece- 
dentes  soil  moindre  que  e.  On  a  done,  sous  cette  condition, 


et,  par  suite,  aussi 


On  peut  done  ecrire,  en  designant  par  t1  une  quantit6  imaginaire 
dont  la  valeur  absolue  est  an  plus  egale  a  s, 

sha?  =  lim.9(/?i)  =  lim.61(m)  Iim.02(/n) 


m  ~  oo  m.  ~ 


On  en  conclut  qxie  sh^r  est  ^gal  au  produit  infini  convergent 


eu  d'autres  termes,  on  a 

TT 
I  I 
JLJL 


~  x  I  I 
JLJL 

72=1 


pourrait  s'obtenir  par  une  analyse  semblable;  mais  il  est  plus 
simple  de  se  servir  de  la  formule 


ch#  = 

le  numerateur  et  le  d^nominateur  peuvent  etre  mis  sons  forme 
de  produits  infmis  et,  en  supprimant  les  facteurs  communs,  on 
trouve 


chcc  — 


Ces  formules,  quand  on  y  remplace  x  par  ix,  deviennent 

n 


sin#  =  x 

n  —  l 

7Z  =  00 

COS07  = 


nr- 

—  L 
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Ces  belles  forrn tiles,  dues  a  Euler,  mettent  en  evidence  les  va- 
leurs  cle  x  pour  lesquelles  sin#  et  cos#  s'annulent. 

M.  Hermite  a  fait  observer  (*)  que,  si  1'on  yregarde  les  seconds 
membres  comme  definissant  des  fonctions  dont  on  ignorerait  les 
proprietes,  elles  permettraienL  de  mettre  en  evidence,  de  la  facon 
la  plus  simple,  la  periodicite  de  ces  fonctions,  et  il  a  profite  de 
cette  remarque  pour  en  deduire  un  moyen  de  construire  a  priori 
des  fonctions  doublement  periodiques. 

Observons  encore  que;  en  raison  de  la  convergence  des  series 


les  produits  infinis  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  nos 
formules  satisfont  aux  conditions  imposees  dans  le  n°  41 5  on  en 
conclut  la  possibility  de  d^velopper  ces  produits  infinis  en  series 
entieres  en  x,  convergentes  dans  tout  le  plan.  En  identifiant  ces 

series  avec  celles  qui  donnent ?  cos^;,  on  parvient  a  une  suite 

d'identit^s  que  nous  nous  contenterons  de  signaler ;  nous  retrou- 
verons  plus  tard,  sous  une  forme  plus  simple,  des  identites  6qui- 
valentes. 

Enprenantles  d^rivees  logarithmiques  (n°48)  de  ces  produits 
infinis,  on  obtient  les  developpements  en  series 


cota?  =  — h 

X 


I  \2 

-}   TC2  —  #2 

Ces  formules,  obtenues  aussi  par  Euler,  pr£tent  ^  des  observa- 
tions  analogues  k  celles  dont  les  produits  infinis  viennent  d'etre 
Tobjet. 

Elles  sont  d'ailleurs  contenues  dans  des  formules  plus  generates 
dues  a  Cauchy  et  qui  peuvent  s'^tablir  par  une  analyse 


(l)  Cours  d' Analyse  de  VjZcole  Poly  technique,  p.  42- 
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laire,  analogue  a  celle  qui  nous  a  conduits  aux  expressions  de  sin  x 
ou  de  cos#7  et  que  nous  allons  r^sumer  tres  rapidement. 

68.  Soit  \  un  nombre  reel  positif,   au  plus  egal  a  un,  Tex- 

pression 

cosXa? 
sin  x 

ou  x  est  un  nombre  quelconque,  est  la  limite,  pour  m  infini?  de 
1'expression 


f  , 

•     i    i  *      "       i 

.  v          m  J         \         m  J 

w=*-, — ^~i — 5j— 

l+~]    -''-m 


ou  nous  supposerons  encore  que  m  doit  croitre  par  valeurs  en- 
tieres,  positives,  impaires. 

En  decomposant  <p(/w)  en  fractions  simples,  on  trouve 


(*) 
en  posant 


\        m  J 

=  —5     —  •        ~  hi,      -..,      —I,     I,      --M  a 

Comme  B_^-  ^^  BA?  °11  pent  ecrir6 


Si  Ton  fait 

.       kit 


on  pent  sapposer  a^  positif  et  moindre  que  ->  etl'on  trouve 

/       k-K\m 
/cos —  \ 

=-- 
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pals,  k  e*tanl  suppose  fixe, 


Ceci  pose,  en  designanl  par/?  un  entier  fixe,  soient 


on  aura 


Pour  m  infini,  'f(jw)  et  ®\(m]  ont  des  limites,  on  en  conclut 
qu'il  en  est  de  meme  de  <p2(m),  et  1'on  recommit  aisement  que 
Ton  peut  supposer  p  assez  grand  pour  qu'on  puisse  e*crire  Tine- 


galite 


[jL  £tant  xin  nombre  fixe  plus  petit  que  i  ;  il  resulte  de  la  que,  en 
d^signant  par  e'  un  nombre  iniaginaire  qui  tend  vers  z^ro  quand/? 
augmente  indeiiniment,  on  pent  ecrire 


Jim.  i 
d'ou  Ton  conclut 


COsX^          ..              .       .            T          V1  (—  I^COSX 

__.  -   =   Iim.  cp(//l)  =  -    -t-    >  v  --  -i  - 

sin  a?        ;7Z=00  tV     y       a?      ^J  ^r2—  A:27r 

/'  =  * 

(  — 


JFH-  £ 


a?*— 


(—  l 


On  peut  obtenir  ^j^  par  une  analyse  semblable  ou  le  deduire 
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de  la  relation 


I       f 

—  :  -  =  -7—  c—     cos  TT  —.  --  i  --  =—  7  -  r-     7 

since         sin  ATT  L  sma?           sin  (a?  -hie)  J 

d'ou 

k  =  00  ^                                  k=-±-n 

sinX#        V^  /        w    <  a&Tt  sinA^Tu        ,.        ^  /       N,  sinA/m 

=        - 


A-=l 

De 


/=a 

cosAa? 


,       _  .    };7C 

cos  (2  A*  —  i)  — 


et 


COSa?         r~  *    a*       (>->!"       iV  " 

A-— i  3? — ^2/1 — IT  — 

A—  4-n  '  ^ 

i-        X?1  /      \*  i                       2 
=  hm.     X(*""0 

rt:=00jt=-»  a?  — (2/c  — i)- 

Le  changement  de  ^  en  ix  fournira  des  expressions  analogues 
pour  les  fonctions 

e\x  -h  e~\x 

ex±e^~' 

Si  Ton  remplace,  dans  les  formules  pr^cedentes,  \  par  —  X, 
ces  formules  subsistent ;  on  pent  done  les  considdrer  comme  eta- 
blies  pour  tout  nombre  reel  A  compris  entre  —  i  et  +  i. 

En  ajoutant  a  la  s^rie  qui  repr^sente     .     ;-  le  produit  de  i  par 

la  serie  qui  represente   in    ^ ,  on  a  la  relation 
T-          r  sma? 


=  hm.    >   (~i)A 

n-M    JU  '    X 
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que  Ton  peut  ecrire,  en  posaDt  x  =  KS  et  \  •+• 1  =  2  6, 


cette  relation  est  etablie  pour  tout  nombre  reel  positif  6  plus  petit 
que  Punit6,  et  pour  tout  nombre  non  entier  s. 

69.  Si,  dans  {'expression  qu'on  vient  d'obtenir  pour  -^^ »  on 
fait  \  •=  i ,  on  retrouve  la  formule 


GOtCC  =: h 


qui  donne  lieu  aux  observations  suivantes  : 

Supposons,  en  designant  par  a  un  nombre  positif  plus  petit 
que  ic,  que  Yon  ait 

k  S«; 

la  quantite 


est  alors  developpable  en  une  s^rie  convergente  entiere  en 
savoir 


Cette  s&rie  reste  convergente  quand  on  y  remplace  tous  les 
coefficients  par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  a\  sa  somme  est 
alors  egale  a 


D'ailleurs,  la  s^rie  a  termes  positifs 


—  a* 
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est  corrvergente.  La  serie 


21% 
a?*—  A*TC 


se  trouve  done  dans  le  cas  du  n°  38,  et  il  en  resulte  que  la  quan- 
tile  cot#  —  -  peut  etre  de*veloppee  en  une  se"rie  entiere  en  x, 
comme  il  suit. 

Posons,  en  general,  ;*  <£tant  un  entier  plus  grand  que  un, 


on  aura,  sous  la  condition  \x\  <^~5 

n~ce 

cota?  =  \ 


Posons  aussi 

B    —  I<:2>3. •  -2/l  ( 

il  viendra 


Les  nonabres  positifs  B^  sont  ce  que  Ton  appelle  les  nombres  de 
Bernoulli.  Ilestbienremarquable  que  ces  nombres,  qui  jouissenl 
d'ailleurs  de  propri^s  arithm^tiques  tres  interessantes,  soient 
tousrationnels  :  ce  fait  requite  de  Fegalit^  meme  qui  precede,  en  y 

rempla^ant  cot#  par  ^1^,  multipliant  par  4#2sin#,  substituant 

a  cos^?  et  sin#  leurs  ddveloppements  en  series,  effectuant  dans  le 
second  membre  les  multiplications  de  series  et  e*galant  les  coef- 
ficients d'une  meme  puissance  de  X]  on  trouve  ainsi 


i.  a.  3 


..<        4       _       an-jha     i^ 
*      ^      '  a  /-  3    "-*-1 


a  /n-  3 
T.  etM.  —  I. 
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d'ou  successivement 

5          D  _  691          »  = 


L/emploi  des  formules 

tg#  =  cota?  — 


* 


...  =s  COt  --  COtiT 

sin  a?  2 


pcrmct   de    trouver  des    developpements   analogues   pour 


II.  -  Theories  de  M.  Weierstrass  et  de  M.  Mittag-Leffler. 


70.  Les  expressions  si  remarquables  qui  donnent  sin^, 
sous  forme  de  produits  mfmis,  cot^?  tga?,  5^  -sous  forme  de 
series  dont  les  termes  sont  des  fractions  rationnelles,  peuvent 
etre  raUachees  b  des  types  tres  g6n^raux,  ddcouverts  par  M.  Weier- 
strass et  par  M.  Mittag-Leffler,  et  qui  conviennent  Fun  aux  fonc- 
tions  transcendantes  entieres  comme  sin#?  Fautre  aux  fonctions 
imivoques  dans  tout  le  plan  comme  tgx. 

L7objet  du  theoreme  de  M.  Weierstrass  est  de  trouver  Fex- 
pression  la  plus  generale  d'une  fonctioa  transcendante  entiere 
dont  on  donne  les  z£ros  (*). 

Nous  etabliroxis  d'abord  le  lemme  suivaat  : 

Soit  n  un  entier  positif  ;  Fexpression 


peut  etre  mise  sous  la  forme  d'une  s^rie 


(J)  G'est-a~dire  les  valeurs  de  la  variable  qui  annulent  la  fonction.  Compares 
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convergente  quel  que  soil  x  et  dans  laquelle  tous  les  coefficients 
a,  a<,  a2,  .  .  .  ,  a#,  ...  sont  reels  et  plus  petits  que  i  en  valeur 
absolue. 

Que  I'expression  ep(#)  puisse  etre  developpee  en  une  sdrie 
entiere  en  #,  toujours  convergente,  cela  re"sulte  immediatement 
du  n°  49.  On  a  d'ailleurs,  en  supposant  |  a?  |  <  i, 


«-f-l         rt-f-2      '"; 

en  remplagant,  dans  le  developpement 

y  y2 

cr=i4-  ~  -f-  -^—  -+ 

I  1.2 

y  Par 


71  71  H-  t  Tl  -H  2 


on  voit  de  suite  que  le  developpement  de  <p(#)  a  la  forme  indiquee 
plus  haut.  II  reste  a  prouver  que  Ton  a 


Or,  si  1'on  fait 

X         X* 


on  pourra  obtenir  les  coefficients  (3  en  remplagant,  dans  le  d^ve- 
loppement  de  e?,  y  par 


et  1'on  voit  deja  ainsi  qu'ils  sont  positifs.  II  est  clair  aussi  que  si 
Ton  remplacey  par  la  serie  indefinie 


h..., 


on  obtiendra  un  developpement  analogue,  mais  avec  des  coeffi- 
cients plus  grands  ;  or  ce  dereloppement  ne  sera  autre  chose  que 
celui  de 
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on  a  done 

P«gi.      O  =  i»  2>  3 
D'ailleurs 


cTou  Ton  conclut  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x 
sonl  au  plus  egaux  a  I'linte,  en  valeur  absolue.  Ce  que  nous  vou- 
Hons  etablir. 
II  resulte  de  la  que  si,  dans  la  serie 


on  remplace  x  par  un  nombre  positif  \  plus  petit  que  i,  et  les 
c  oefficients  a,  af  ,  .  .  .  ,  a*,  .  .  .  par  leurs  valeurs  absolues,  la  sommc 
de  la  s^rie  ainsi  obtenue  sera  moindre  que 


71.  Voici  maintenant  le  theoreme  qui  est  notre  objet  princi- 
pal (|). 
Soit 

#15       <^25       •  •  •  J       am 

une  suite  de  nombres  assujettis  a  cette  condition  que  |  an\  aagmente 
indefiniment  avec  n,  et  dont  en  outre  aucun  ne  soil  nul.  On  peut 
construire  une  fonction  transcendante  entiere  de  x  qui  s'annule 
pour  les  valeurs  de  la  suite  pre'ce'dente  et  seulement  pour  ces  va- 
leurs. En  outre,  si,  dans  la  suite,  il  y  a  p  nombres  <%aux  a  an,  et 
pas  davantage,  an  sera  un  ze"ro  d'ordre/?  de  cette  fonction. 

On  peut,  en  effet,  faire  correspondre  a  chaque  indice  v  un  entier 
positif  /nv  tel  que  la  serie  a  termes  positifs 


x 


soitconvergente,quelquesoit^.Ilsuffira,parexemple,  deprendre 
mv=  v:  la,  racine  v!6me  du  vihme  terme  de  la  s^rie  pre'ce'dente  aura 


(*)  WEIERSTRASS,  Abhandlungen,  aus  der  Functionenlehre,  p.  16. 
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alors  manifestement  zero  pourlimite  quand  v  augmentera  indefini- 
ment. 

Gette  correspondance  elablie,  soil 


3  \av 
et  consid&rons  le  produit  infini 


ou  les  accolades  indiqtient  que  la  quantite  qu'elles  comprennent 
est  unfacteurda  produit  infini.  Nous  allons  montrer  que  ce  pro- 
duit infini  est  absolumenl  convergent  dans  tout  le  plan  et  qu'il 
definit  une  fonction  transcendante  entiere  de  x. 

Soit  A  un  nombre  positif  quelconque  et  considerons  les  valeurs 

de  x  pour  lesquelles  on  a 

M^A. 

Les  nombres  an  \  augmentant  ind^finiment  avec  n,  on  pent  faire 
correspondre  au  nombre  A  un  entier  r  tel  que  Ton  ait 

|ovl>A, 

sous  la  condition 

v>r. 

Soit  maintenant 


nous  allons  d'abord  montrer  que  le  produit  infini 


satisfait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  verifient  Finegalite 

1*|1A, 
aux  conditions  impose'es  dans  le  n°  41,  ou  plut6t  que  la  s^rie 
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satisfait  aux  conditions  i°  et  2°  du  n°  38.  En  effet,  on  a  vu  que  la 
serie  formee  par  les  fonctions  wv(»,  quand  on  y  remplace  les 
coefficients  des  puissances  de  x  par  leurs  valeurs  absolues  et  x 
par  A,  a  une  somme  moindre  que 


A   « 


or  la  serie  a  lermes  positifs 

V  =  oo 

2 


est  convergente,  puisque,  par  hypothese,  il  en  est  ainsi  de  la  serie 
a  termes  positifs 


et  que  le  rapport  de  deux  termes  correspondants  dans  les  deux 
series  a  pour  limite  Tunit£  quand  v  augmente  indefiniment. 

La  nature  du  produit  infini  Wr(#)  est  ainsi  bien  mise  en 
evidence;  il  peut  etre  remplace  par  une  s6rie  entire  en  #,  conver- 
gente  pourvu  que  Ton  ait 

Pour  ces  memes  valeurs,  on  peut  prendre  la  deriv^e  logarith- 
mique  (n°  48);  cette  derivee  sera,  en  indiquant  les  d^riv^es  ordi- 
naires  par  des  accents. 


21  i  a?  x* 
)  --  1  ---  j  -- 
(  av  a*  a* 


2 


v—  as) 


les  accolades  indiquant  toujours  que  la  quantite   qu'elles   en- 
ferment  constitue  un  terme  unique  de  la  s&rie  ou  elle  figure. 
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L'avant-derniere  forme  trouvee   pour   M  ,1  rentre   dans  une 

™r{&) 

forme  tres  generale  signalee  par  M.  Mittag-Leffler  et  que  nous  de- 
velopperons  bientot  (n°  75). 

La  derniere  forme  met  en  Evidence  la  convergence  absolue, 
prevue  par  la  theorie  generale,  de  la  serie  qui  represente  la  d£rivee 
logarithmique  de  Wr(x)  '.  on  voit  me'me  qne  cette  s£rie?  pour  les 
valeurs  de  x  telles  que  Ton  ait 


satisfait  aux  conditions  (i°)  et  (2°)  du  n°  38;  en  effet,  Fexpres- 
sion 


est?  pour  ces  valeurs  de  #,  developpable  en  une  serie  entiere  en  x 
qui,  lorsqu'on  y  remplace  les  coefficients  par  leurs  valeurs  abso- 
lues  et  x  par  A,  a  pour  somme 


i     A  '«v 
A    av 


et  la  serie  a  termes  positifs 


lovl-A 


W  (x} 
est  convergente.  Par  consequent,  la  sdrie  qui  represente      ( 

pent  elre  mise,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  consid&rees,  sous 
forme  d'une  se"rie  entiere  en  x  absolument  convergente.  On  peut 
prendre  la  de'rive'e  de  cette  seYie,  terme  par  terme  :  on  formera 
ainsi  successivement  des  series  absolument  convergentes,  pourvu 
que  |  x  |  soit  infe~rieure  a  A, 

Rappelons  enfin  que,  pour  ces  mSmes  valeurs  de  #,  les  regies  de 
derivation,  soit  pour  le  produit  infini,  soit  pour  la  d^riv^e  loga- 
rithmique, s'appliqueraient  aussi  bien  aux  produits  infmis  d^duits 

de  Wr(a?)  ou  aux  series  d^duites  de  celle  qui  represente  ,c v* 
par  le  groupement  des  facteurs  ou  des  termes  (nos  38  et  41). 
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Ces  conclusions  s'appliquenl  au  produit 


qui  ne  differe  de  *PV(#)  que  par  Fadjonction  d'un  nombre  fini  de 
facteurs  dont  nous  representerons  le  produit  par 


en  sorle  que  Ton  a 

G(z)=$r(x)Vr(v), 

eta  la  derivee  logarithmique  de  G(#),  savoir 

G'(s)       fr'.O)       V'r(ar) 
' 


On  voit  d'abord  que  le  produit  inlini  G(x]  sera  uniformement 
et  absolument  convergent  pour  Unites  les  valeurs  de  x  qui  satisfont 
a  la  condition 


Puisque  $/•(#)  est  un^  fonction  transcendante  entiere  de  x,  G(x] 
sera  d^veloppable  en  une  sdrie  entire  en  x^  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  verifient  la  condition  pr^cedente,  c'est-a-dire 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x,  puisque  A  est  arbitraire. 

On  aura  aussi 


pour  toutes  les  valeurs  de  ^  qui  satisfont  a  rindgalitd,  et,  par  suite 
encore  pour  toutes  les  valeurs  de  #,  sauf  les  valears 


a2,     ...,     av, 


La  s&rie  qui  figure  dans  le  dernier  membre  de  1'egalit^  pr^ce- 
dente  est  absolumdnt  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
autres  que  celles  que  Ton  vient  d'exclure.  La  fonclion  qu'elle  re- 
pr^sente  admet  des  d6riv^es  de  tous  les  ordres  que  Ton  obtient  en 
prenant  les  d&rivees,  tefnae  par  terme,  de  la  s^rie.  Tottes  les  s6- 
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ries  que  Ton  obtient  ainsi  sont  absolument  convergentes  pour  les 
valeurs  de  x  non  exclues. 

Relativement  a  runiformit6   de  la  convergence    de   la    s&rie 

qui  represente  ~     A    observons    que    la   s^rie    qui   repr^sente 

~Y — -  est  uniformement  converg.ente  dans  le  cercle  de  rayon  A 

decrjt  du  point  o  comme  centre.  En  plagant  au  commencement 
de  cette  s^rie  les  termes  qui  representent 


la  seule  chose  qui  puisse  troubler  ]'uniformit£  de  la  convergence 
consiste  en  ce  que,  dans  cette  region,  certains  des  termes  ajoutes 
deviennent  discontinus  aux  points  a^  a*,  .  .  .,  ar.  Si  done  on  en- 
toure  ces  points  de  cercles  d'un  rayon  fixe,  arbitrairement  petit  S, 
si  Ton  supprime  du  plan  les  parties  int^rieures  a  ces  cercles  et  si 
1'on  d£crit  du  point  o  comme  centre,  avec  un  rayon  A,  un  cercle, 
la  s^rie  qui  represente 


sera  xiniform^ment  convergente  dans  la  portion  du  plan  perfore 
int^rieure  a  ce  cercle.  II  en  serait  de  meme  des  series  qui  represen- 
tent les  d6riv<Ses  successives  de  cette  fonction. 

Les  memes  considerations  moiitrent  que  toutes  les  fonctions  re- 
present6es  par  ces  diverses  series  peuvent&tre  d^velopp^es  en  series 
entieres  en  x  —  x^  convergentes  dans  tout  cercle  de  centre  #0  et 
auquel  sont  ext&rieurs  les  trous  que  Ton  a  pratiques  dans  le  plan 
des  x  autour  des  points 


Enfm,  si  Ton  transforme  le  produit  infini 


ou  la  s6rie 


G(aO" 

V  - 
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en  nn  autre  produit  infini  ou  en  une  autre  serie,  en  groupant  en- 
semble les  facteurs  on  les  termes,  on  pourra  appliquer  les  memes 
regies  de  derivation  au  produit  infini  transforme  ou  a  la  serie 
transformee.  Quand  on  ne  tient  pas  compte  des  r  —  i  premiers 
facteurs  du  produit  ou  des  r  —  i  premiers  termes  de  la  s&rie,  la 
chose  ressort,  comme  nous  Pavons  fait  observer  plus  haut,  des 
nos  38  et  41,  lorsqiie  cc  est  interieur  au  cercle  de  rayon  A.  Mais  la 
presence  de  ces  r  —  i  facteurs  ou  de  ces  r  —  i  termes,  en  nombre 
fini,  ne  peut  evidemment  alt&rer  en  rien  les  conclusions;  et, 
comme  A  est  arbitraire,  ces  conclusions  s'etendent  a  tout  le 
plan. 

Puisquele  produit  infini  G(x]  est  absolument  convergent  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  il  ne  peut  s'annuler  que  si  Tun  des  facteurs 
qui  le  composent  est  nul,  c'est-a-dire  si  x  est  %al  a  Tun  des 
nombres  de  la  suite 


S7il  y  a,  dans  cette  suite,  p  termes  egaux  a  an^  on  voit  que  Ton 
peut  faire  sortir  du  produit  infini  p  facteurs  egaux  a 

*-(£ 


i-  —  )  e 
a 


et  que  le  produit  infini  restant  ne  s'annulera  plus  pour  x  =  an, 
en  sorte  que  la  proposition  ^nonc^e  au  d6but  de  ce  numero  est  en- 
tierement  demontrde. 

72.  II  est  aise  maintenant  d'obtenir  ['expression  gen^rale  de 
•toutes  les  fonctions  transcendantes  entieres  qui  satisfont  aux  con- 
ditions imposees  dans  l^nonce  de  cette  proposition. 

Si  #(#)  est  une  telle  fonction,  la  fonction/(#)  qui  est  ^gale  a 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  differentes  de  a^  <22,  .  .  .,  av,  .  •  .,  et 
qui,  pour  x  =  av,  est  egale  a 


est  r^guli^re  (n°53)  pour  chaque  valeur  de  x. 
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Gela  resulte,  si  x  n'est  pas  tin  des  nombres  av,  de  la  regie  pour 
la  division  de  deux  series  (n°  50) ;  et  si  x  =  av,  cela  resulte  encore  de 
la  meme  regie,  en  remarquant  que  Ton  pent  ecrire,  lorsque  av  est 
un  z^ro  d'ordre/?  (n°  44), 


en  designant  ici  par  $(#  —  av),  ($^  (x  —  av),  des  series  enlieres  en 
x  —  av,  convergentes  quel  que  soil  x. 

Par  hypoth&se  la  fonction  /(#),  reguliere  qael  que  soil  x,  est 
aussi  differente  de  zero  quel  que  soil#;  les  fonctions 


ou  /7(^)  designe  la  d^rivee  de  f(x},  sont  done  6galement,  en 
vertu  du  meme  th^oreme  sur  la  division  des  series,  regulieres  quel 

que  soil  x.  La  fonction  ^        en  particulier  est,  d'apr^s  le  tlieo- 

reme  de  Cauchj  sur  le  developpement  en  series  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire  (i),  developpable  en  une  serie  entiere  en  x, 
convergente  qael  que  soit  x.  Designons  cette  serie  par  gf(x}^  en 
representant  par  g(x}  une  serie  entiere  en  #?  convergente  quel 
que  soit  x^  dont  la  deriv^e  soit  g'  (x}.  Liquation 


ou  Ton  regarde/(^)  comme  la  fonction  inconnue,  est  une  equa- 
tion diff6rentielle  lin^aire  qui,  d'apres  sa  forme  meme  (n°63),  n'ad- 
met  pas  d'autres  solutions  que  des  fonctions  transcendantes 
enti&res;  Tune  quelconque  de  ces  solutions  est  enticement  d6ter- 
min^equand  on  se  donne  la  valeur  de  la  fonction/(#)au  pointy. 
Or?  comme,  d'une  part,  la  fonction 


oil  c  est  une  constante  arbitraire,  v^rifie  cette  equation,  et  que, 
d'autre  part,  on  peut  toujours  determiner  la  constante  de  maniere 


( ' )  On  pourrait  d^duire  le  m6me  rdsultat  du  thdoreme  signal^  en  note  au 
n°55. 
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que,  en  #0,  cette  fonction  prenne  une  valear  arbitraire  differente 
de  zero,  il  est  clair  qu'elle  est  la  solution  g&ierale  de  1'equation 
differentielle  Im^aire.  Rien  n'empeche  d'ailleurs  de  faire  rentrer  c 
dans  g(x)i  en  sorte  que  toutes  les  fonctions  cherchees  sont  neces- 

sairement  de  la  forme 

effM  GO). 

K&nproquement,  une  expression  de  cette  forme,  ou  g(x]  est  une 
serie  entiere  en  ^,  convergente  quel  que  soil  x,  d'ailleurs  arbitraire, 
satisfait  evidemment  aiix.  conditions  imposees  dans  T^nonce  du 
theoreme. 

Si  Ton  voulait  avoir  1' expression  gen^rale  d'une  fonction  trans- 
cendante  entire,  admettant7  outre  les  zeros  de  la  suite 


av? 


la  racine  zero  et  cela  m  fois,  il  suffirait  evidemment  de  multiplier 
Texpression 


Les  facteurs 


ou  les  polynomes  $v  sont  choisis  de  fa^on  que  la 


soit  convergente  quel  que  soit  #,  sont  &\te  facteurs primaires  de 
la  fonction  transcendante  enti&re  consid^ree. 

II  arrive,  dans  de  nombreuses  applications,  que  la  convergence 
de  la  serie  pr£c£dente  a  lieu  en  attribuant  a  m^  7^2,  . . .,  m^  . . . 
la  m£rne  valeur  fixe.  S'il  en  est  ainsi?  soit  m  le  plus  petit  des  nom- 
bres  entiers  positifs  pour  lesquels  la  s^rie 
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soit  convergente ;  la  fonction 


ou  les  nombres  mv  sont  tons  choisis  £gaux  a  m,  est  dite  de  genre 
in  —  i  .  Cette  notion  de  genre  est  due  a  Laguerre. 

73.  Nous  nous  trouverons  precisement  dans  ce  cas  si  nous  cher- 
chons  a  construire  une  fonction  qui  s'annule,  une  fois  seulement, 
pour  tons  les  nombres  entiers  positifs  oun^gatifs. 

En  excluant  le  nombre  z^ro,  nous  pourrons  prendre  alors 

«!  =  !,         #2  =  —  i,        #3=2,        a4  =  —  a,        as~  3,         ---- 
et,  a  cause  de  la  convergence  de  la  s^rie 


prendre  pour  facteurs  primaires  les  quantites 


Le  produit  infini 

r(0 


n 


ou  n  doit  parcourir  toutes  les  valeurs  entires,  positives  et  nega- 
tives, a  1'exclusion  de  la  valeur  z^ro  (<),  s'annulera  toutes  les  fois 
que  x  est  egal  a  un  nombre  entier  non  nul.  Ce  produit  est  abso- 
lument  et  uniformement  convergent  dans  toute  portion  finie  du 
plan  des  x.  II  reprfeente  bien  une  fonction  transcendante  entiere, 
de  genre  un,  r£pondant  a  la  question. 

Comme  ce  produit  infini  est  absolument  convergent,  on  peut 
reunir  ensemble  les  facteurs  qui  repondent  a  des  valeurs  de  n 

(')  Ce  qui  est  indique"  par  Taccent  w  dont  est  afifecte  le  signe  IJ. 
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egales  et  de  signes  contraires;  on  obtient  ainsi  le  produit  infini 


n  =  w 

no-s 


dont  la  valeur  est,  comme  nous  I'avons  vu  an  n°  677  egale  a 

sin  KX  f 

la  formule 

(it)  shiTC2?= 7T#  TJ 


exprime  done  la  decomposition  de  sin7u#  en  ses  facteurs  pri- 
maires. 

On  aura  de  meme 


ou  ^  prend  toutes  les  ^aleurs  entires,  positives,  nulles  ou  ne- 
gatives. 

De  meme  encore,  la  fonction  transcendante  entiere,  de  genre  unr 


s'annule  pour  x  =  o  et  pour  les  valeurs  negatives  entires  de  oc, 
Cette  fonction  estli£e  a  la  fonction  bien  connue  F  (x)  par  la  re- 
lation (  '  ) 


en   d^signant  par  C  la  constante  d'Euler,  c'est-a-dire  la  limite? 
pour  n  infini,  de 


oa  le  reconnait  ais^ment  en  partant  de  la  definition  habituelle 


WEIERSTRASS,  loc.  citn  p.  i5  et  238. 
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de  F(#),  savoir 

^  t    .       ..  1.2.3, .  .n.nx~l 

r(#)  =  hm.  — 

La  formule  que  nous  venons  d'ecrire,  et  qui  exprime  done  la  de- 
composition de  =r en  ses  facteurs  primaires,  est  eminem- 

ment  propre  a  etablir  les  proprietes  elementaires  soit  de  la  fonc- 
tion cp  (x]  qu'elle  de"finit,  soit  de  la  fonction  F  (x). 

74.  Si  Ton  fait  le  quotient  de  deux  fonctions  entieres,  trans- 
cendantes  ou  non,  il  est  clair  qu'on  obtient  une  fonction  qui 
n'admet,  a  distance  finie,  d'autres  singular! tes  que  des  poles  ;  ces 
p6les  sont  les  zeros  de  la  fonction  que  Pon  fait  figurer  au  denomi- 
nateur,  en  supposant  que  les  deux  fonctions  n'aient  pas  de  z£ros 
communs. 

Reciproquement,  il  importe  de  remarquer  que  toute  fonction 
univoque  qui  n'admet  pas  d'autres  singularity  a  distance  finie  que 
des  pdles  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entieres,  transcen- 
dantes  ou  non, 

D'abord  ces  poles  sont  isoles  les  uns  des  autres;  car  si,  dans 
un  espace  limite",  il  y  en  avait  une  infinite,  il  existerait  dans  cet 
espace  un  point  limite,  tel  que,  en  decrivant  autour  de  ce  point 
un  cercle  de  rayon  arbitrairement  petit,  ce  cercle  contint  tou- 
jours  une  infinite'  de  pdles;  ce  point  ne  pourrait  etre  ni  un  point 
ordinaire,  ni  un  p61e,  ce  serait  un  point  singulier  essentieL 

Soient,  des  lors, 


les  poles  de  la  fonction  considered,  ranges  de  telle  fagon  que,  s'ils 
sont  en  nombre  infini,  \aa\  augmente  indefiniment  avec  /&;  soit 
a.n  le  degr£  de  multiplicity  du  pole  an.  On  peut,  par  le  proc6d6 
de  M.  Weierstrass,  construire  une  fonction  entiere,  qui  adrnette 
pour  z6ros  les  points  a{,  a2,  . . . ,  an^  - . .,  avec  les  degr^s  de  mttl- 
tiplicit^a^  a2,  . ..,  a^,  ...  :  si  les  poles  etaient  en  nombre  fini, 
cette  fonction  se  r^duirait  a  un  polynome;  soit,  dans  tous  les  cas, 
t&(x)  cette  fonction,  et  soit  /(#)  la  fonction  propos^e;  il  est 
clair  que  la  fonction  univoque 
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est  reguliere  en  tout  point  situe  a  distance  finie;  c'est  done  une 
fonction  entiere,  transcendante  ou  non;  si  on  la  designe  par  #(#), 


on  aura 


c'est  ce  qu'il  fallait  dernontrer. 

73.  Le  theoreme  de  M.  Mittag-Leffler  (<)  fournit  1'expression 
d'une  fonction  univoque  dans  tout  le  plan  et  presentant  aux  points 


des  discontinuites  polaires  ou  essentielles  prescrites  a  Tavance. 

Avant  d'en  donner  Tenoned,  nous  ferons  les  remarques  sui- 
vantes  : 

i°  Soit 


une  s^rie  convergente  quel  que  soit  X,  et  dans  laquelle  le  terme 
constant  est  nul,  et  soit  a  un  nombre  positif  plus  petit  que  la  va- 
lour absolue  d'un  nombre  donn^  a  reel  on  imaginaire.  La  fonc-* 
tion 


S 


est  alors  developpable  en  une  serie  entiere  en  #,  absolument  con- 

vergente  tant  que  1'on  a 

l^l^a. 
En  effet,  le  terme 


est  developpable  en  une  s^rie  enti&re  en  x,  et,  si  Ton  remplace, 
dans  cette  s^rie,  les  coefficients  par  leurs  valeurs  absoJues  et  x 
par  a,  on  obtiendra  une  serie  convergente  dont  la  somme  est 


(»)  $ur  la  representation  analytique  des  fonctions  monogenes  uniformes 
d'une  variable  independante  (Acta  mathematica,  t.  IV,  p.  i). 
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enfin  la  serie 

IAJ 


(I  «!-«)" 

n  =  l 

cst  convergente. 

2°  Si,  maintenant,  on  considere  le  reste  de  la  serie  entiere  qui 
repr^sente  g  (  -  j  bornee  aa  terme  en  xn,  et  si  Ton  remplace 

dans  ce  reste,  qui  est  lui-meme  une  s^rie  entiere  en  x,  tous  les 
coefficients  par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  a,  on  obtiendra  un 
nombre  positif  dont  la  valear  depend  de  n,  et,  en  choisissant  con- 
venablement  /z,  on  pourra  manifestement  faire  que  ce  nombre 
soit  inf^rieur  a  tel  nombre  positif  e  que  Ton  voudra,  fixe  a  1'a- 
vance.  A  fortiori,  le  m£me  reste,  quand  on  y  remplace  les  coeffi- 
cients par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  un  nombre  moindre 
que  a  sera-t-il  moindre  que  e. 

76.  Voici  maintenant  le  th^oreme  de  M.  Mittag-Leffler  : 

Soient 

al3     a.2:     ...,     a,h     ... 

une  suite  indefinie  de  nombres,  tous  differents,  et  tels  que  [a,  | 
grandisse  indefiniment  avec  v. 
Soient 

^i(^).     ^a(^),      ••-     ffv(v),     ... 

une  suite  de  fonctions  entieres  (transcendantes  entires  ou  poly- 
nomes)  qui  s'annulent  toutes  pour  x  =  o. 

On  pourra  conslruire  une  fonction  F(^),  univoque  dans  lout  le 
plan,  reguliere  aux  environs  de  toute  valeur  de  x  qui  n'appartient 
pas  a  la  suite  #4,  a2j  .  .  .  ,  av,  .  .  .  ,  et  telle  que  la  difference 


soit  reguliere  aux  environs  du  point  av. 

Supposons  d'abord  que  a{  soit  different  de  zero  et,  par  suiter 
qti'aucun  des  nombres  a  ne  soit  nul;  faisons  correspondre  a  ces 
nombres,  d'une  part,  les  nombres  positifs 

£x,       £2,        .  .  .,       £v,        .  .  ., 
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assujetlis  a  cette  seule  condition  que  la  serie 

soit  convergente;  de  1'autre,  les  nombres  aussi  positifs 

definis  par  Fegalite 

ou  v]  est  un  nombre  positif  arbitraire,  moindre  que  un. 

(i      \  •          •  \ 

x_a  }  en  une  se'rie  entie 

convergente  pour  les  valeurs  de  x  qni  verifient  Findgalite 

faisons  correspondre  au  nombre  positif  cv  un  entier  positif  >wv 
tel  que,  si  I'on  considere  le  reste  de  la  se'rie  arr£tee  au  terme 
en  xmv~*i  puis,  que  1'on  reinplace,  dans  ce  reste,  tous  les  coeffi- 
cients par  leurs  valeurs  absolues  et  x  par  av?  le  nombre  positif 
ainsi  obtenu  soit  au  plus  <%al  a  sv.  De*signons,  d'aiDeurs,  parcpv(^) 
la  somme  des  m^  premiers  termes  de  la  serie  entiere  en  x  qui  re- 

presente  gv  ( — - —  },  en  sorte  que 

V  &  — —  «v  / 


en  x- 


sera  une  fonction  ddfinie  pour  toutes  les  \aleurs  de  x  autres 
que  av,  et  qui,  pour  les  valeurs  de  x  satisfaisant  a  Tindgalite  pre- 
cedente,  sera  ddveloppable  en  une  serie  entiere  en  #,  laquelle  ne 
sera  autre  chose  que  le  reste  ante'rieurement  defini. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  la  somme  de  la  se'rie 


dont  on  ^tablira  la  convergence  pour  toutes  les  valeurs  de  x  au- 
tres que  &i,  #2?  •  •  *  ?  <2v)  -  •  »j  satisfait  a  toutes  les  conditions  irn- 
posees,  dans  Fe'nonce',  a  la  fonction  F(a?). 

Soit,  en  effet,  A  un  nombre  positif  fixe  quelconque.  Commeles 
nombres  positifs  at,  a2j  ,  .  .  ,  av,  ,  ,  .  vont  en  grandissant  indefini- 
ment,  on  peut  faire  correspondre  au  nombre  A  un  entier  r  tel 
que,  sous  la  condition 
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on  ait 

«v>  A. 

Des  lors,  pour  les  valeurs  de  x  qui  verifient  I'inegalite' 

!  ^  I  <  A 

|  X  \-  A, 

la  serie 

//•O)  -+-/;-t-iO)  +/r+2(^)  -i-.  .  . 

veriiie  les  conditions  (i)  et  (2)  du  n°  38  :  chacun  de  ses  termes  est 
de'veloppable  en  une  s6rie  entiere  en  x\  si,  dans  la  serie  qui  repre- 
sentet/r(^)7  on  remplace  tous  les  coefficients  par  leurs  valeurs  ab- 
solues  et  x  par  A,  on  aura  une  somme  moindre  que  er;  de  meme 
r+1(^),/r+2(^),  .  .  .;  enfm  la  serie 


est  convergente. 
La  serie 


est  done,  pour  toules  les  valeurs  considerees  de  #,  absolument  et 
uniformemen  t  convergente.  De  meme  les  series  suivantes,  ou  les 
accents  indiquent  des  derivees, 


sont  absolument  convergentes,  si  [  x  \  est  inferieure  a  A,  et  peuvent 
alors  ^tre  remplac^es  par  des  series  entieres  en  x. 

En  supposant  que  x  ne  soil  aucun  des  points  a{ ,  ao,  . . . ,  a/-_i , 
d^signons  par  &r(&}  la  somme 

*r(a?)  =/l(^)  -H/,(a?)  -H.  .  .-i-/r-i(tf). 

La  serie 

F(^)  =/i(a?)  H-/s(^)  -I--  -  - H-/r(a?)  +•  •  - 

sera  absolument  convergente  pour  tous  les  points  x  non  exclus 
qui  verifient  I'in^galite 

MSA, 

et  1'on  aura,  pour  ces  points  x, 

F(a?)  =  *;.(ar)-h^r(ii?). 
l^'ailleurs,  la  fonction  $r(#)  est  r^guliere  pour  tous  les  points 
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non  exclus  qui  se  trouvent  a  Pinterieur  du  cercle  de  rayon  A;  il 
en  est  done  de  meme  de  la  fonction  F(#). 

Enfin,  aux  environs  d'un  point  an  de  la  suite  a^a^  . .  . ,  ar~\ , 
la  fonction 


est  reguliere,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  la  fonction 


done  la  fonction 


est  aussi  reguliere  aux  environs  de  an. 

Pour  tous  les  points  interieurs  au  cercle  de  rayon  A,  la  fonc- 
tion  F(#)  satisfait  done  aux  diverses  conditions  de  Tenonce;  elle 
y  satisfait  partout,  puisque  A  est  arbitrable. 

La  s£rie  qui  repr^sente  F(#)  est  absolument  convergente  par- 
lout,  sauf  aux.  points  singuliers  a1?  a2,  . . .,  aVJ Elle  est  uni- 

form^ment  convergente  dans  toute  aire  limitee  par  un  contour 
simple  et  ne  contenant  aucun  des  points  a{:  a^  . . . ,  av,  . . . ;  on 
peut  en  prendre  la  deriv^e  terme  par  terme,  etc. 

Nous  avons  supposd  qu'aucun  des  points  singuliers  a^  a^  . « . , 
an,  . . .  n'itait  nul.  Si,  outre  ces  points,  la  fonction  cherch^e  de- 
vait  admettre  le  point  o  comme  point  eingulier  (p61e  ou  point  sin- 
gulier  essentiel)  et  tee  telle  qu'elle  devint  regulifere  autour  de  ce 

point  apres  qu'on  en  a  retranche  la  fonction  g  (-},  en  designanl 

toujours  par  g(x}  une  fonction  entiere  (transcendante  entiere  ou 
polynome)  d'ailleurs  arbitrairement  donnee,  il  suffirait  evidem- 
ment  d'ajouter  a  la  fonction  F(.-r),  construite  comme  nous  1'avons 

expliqu(S,  la  fonction  g  (-}  • 

Quand  on  a  construit  une  fonction  satisfaisant  a  loutes  les  con- 
ditions de  F6nonc6,  on  formera  la  fonction  la  plus  generate  qui 
satisfasse  a  ces  conditions  en  iui  ajoutant  une  fonction  entiere  ar- 
bitraire. 
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(lre   PARTIE.  ) 


CHAPITRE  I. 

CONSIDERATIONS  GENERALES  SUR  LES  FONGTIONS 
PERIODIQUES. 


77.  Designons  par  a  une  constante  re*elle  ou  imaginaire;  on  dit 
que  la  fonction  univoque  f(u)  eslperiodique  et  qu'elle  admet  la 
p&riode  a  si  1'on  a,  quel  que  soit  u, 

/(«-h  «)=/(*); 
en  changeant  dans  cette  egalitd  u  en  u  —  a,  on  trouve 


en  sorte  que,  si  a  est  une  periode?  —a  est  aussi  une  p^riode; 
on^voit  aussi,  en  changeant  u  en  u  -h  a,  u  -\-  za,  ...,  u  —  #7 
u  ^2  a,  .  .  .  ,  que  1'on  doit  avoir,  quel  que  soit  Tentier  positif  ou 
negatif  m, 

f(u-^ma)  =f(u\ 

en  sorte  que,  si  a  est  une  periode,  ma  est  aussi  une  pe*riode. 

Les  elements  de  1'Analyse  fournissent  des  exemples  de  fonctions 
pe"riodiques  :  sin  w,  eu  admettent  respectivement  les  p^riodes  21:, 
jTc,  la  se'rie 


T.  et  M.  -  r. 
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supposee  convergente,  represente  une  fonction  admettant  la  pe- 
riode  a. 

78.  Si  ime  fonction  univoque  f(u)  admet  la  periode  #,  et  si 
elle  s'annule  pour  u=;u0,  il  est  clair  qu'elle  s'annulera  pour 
u  =  w0-j-  a\  mais  il  j  a  plus  :  si  UQ  est  un  zero  d'ordre  n  de  la 
fonction/(z/),  il  en  sera  de  meme  de  z/0H-a.  En  effet,  dire  que  u0 
est  un  zero  d'ordre  n  de  la  fonction  /(w),  c'est  dire  que,  aux 
environs  de  #<,,  cette  fonction  pent  se  mettre  sous  la  forme 

/(  zO  ===("-  wo  ^("-"o), 

$(u  —  UQ]  etant  une  s^rie  entiere  en  u  —  u07  qui  ne  s'annule  pas 
pour  u  =  z^0,  et  cette  egalite  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs 
de  u  qui  satisfont  a  une  condition  de  la  forme 


ou  £  designe  un  nombre  positif  au  plus  egal  au  rayon  de  conver- 
gence de  la  serie  ${M  —  u^}]  or  si?  dans  I'e'galile  prec^dente,  on 
change  u  en  u  —  a,  il  vient 


et  l^galite  des  deux  derniers  membres  devant  avoir  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  a,  qui  satisfont  a  Pin^galite 


obtenne  en  changeant  aussi  u  en  u  —  a  dans  la  condition 
dente,  la  proposition  est  demontre'e. 

Au  reste,  le  meme  mode  de  demonstration  prouve  que  si  la 
fonction  p&iodique  f(u),  aux  environs  du  point  u^  peut  etre 
mise  sous  une  certaine  forme  analytique 

*(w  —  w0), 

dans  laquelle  u—  u0  joue  le  r61e  de  variable,  elle  pourra?  aux  en- 
virons du  point  «04-  a,  ^tre  mise  sous  la  forme 


-  a)]. 
Ainsi,  si  la  fonction  /(w)  admet  un  p61e  en  u^  d'ordre  n,  et  peut 
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se  mettre  aux  environs  de  ce  p61e,  sous  la  forme 

f(U}= 

J  ^    J 

ou  A,  A<7  ...,  Ay2_1  sont  des  constantes  et  <£(u—u{)  une  serie 
entiere  en  &  —  u^  cette  fonction  admettra  le  point  u{  +  a  pour 
pole  d'ordre  w  et,  aux  environs  de  ce  point,  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 


les  constantes  A,  A4,  . . .,  &n-\  ayant  les  memes  valeurs  que  pour 
le  pole  «,. 

Puisque,  si  a  est  tine  pdriode,  il  en  est  de  meme  de  ma,  en  de- 
signant  par  m  un  entier  quelconque,  il  est  clair  que  tons  les  noni- 
bres  MO+  ma  seront  des  zeros  de  meme  ordre;  de  meme  tous  les 
nombres  u{  ~h  ma  seront  des  poles  de  meme  ordre.  C'est  ainsi 
que  les  z£ros  de  sin^  sont  tous  simples  et  forment  deux  progres- 
sions arithmetiques  dont  la  raison  commune  est  271:,  que  les  zeros 
et  les  poles  de  cot#  sont  tous  simples  et  forment  des  progressions 
arithmetiques  dont  la  raison  est  is. 

79.  Au  surplus,  lors  meme  qu'on  ne  connaitrait  pas  les  fonc- 
tions  trigonom6triques,  la  remarque  si  simple  qui  precede,  rela- 
tive aux  fonctions  p,£riodiques  en  general,  amenerait  a  les  consi- 
d6rer  par  une  voie  Ir&s  naturelle. 

On  est  en  effet  amen6,  par  ce  qui  precede,  &  se  poser  le  probleme 
suivant :  Construire  une  fonction  dont  les  z6ros  forment  une  pro- 
gression arithmetique  ind^finie.  Si  Ton  veut,  par  exemple,  con- 
struire  une  fonction  transcendante  enti&re,  admettant  comme  ze- 
ros simples  les  nombres 

o,    ±i,    ±2,     ...,    ±tt5     ..-, 

et  n'en  admettant  pas  d'autres,  le  theor&me  de  M.  Weierstrass 
(n°71)  permettrad'enobtenirurie  infinite  dont  la  plus  simple  sera 


(a) 


: e 
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ou  le  nombre  n  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives 
ou  negatives,  a  I'exclusion  de  la  valeur  zero. 

Nous  rappelons  les  conventions  suivantes  qui  seront  constam- 
rnent  adoptees  dans  la  suite  :  le  facteurprimaire 


est  mis  entre  accolades,  de  maniere  a  indiquer  que  la  quantity 
qu'enferment  ces  accolades  constitue  un  facteur  du  produit  in- 

fini,  au  sens  du  n°  71 ;  Paccent  (t]  dont  est  affecte  le  signe  TT 

veut  dire  qu'on  obtient  les  differents  facteurs  du  produit  in- 
fini  en  donnant  a  n  toutes  les  valeurs  entieres  positives  ou  nega- 
tives a  V exclusion  de  la  valeur  zero  :  nous  rappelons  aussi,  une 
fois  pour  toutes,  les  propositions  suivantes,  qui  ont  ete  etablies 
dans  le  n°  71. 

Les  produits  infinis,  formes  en  appliquant  le  theoreme  de 
M.  Weierstrass,  sont  absolument  convergents;  ils  d^finissent  des 
fonctions  (transcendantes)  entieres;  leurs  facteurs  peuvent  etre 
group^s  comine  Ton  veut7  et  les  divers  groupements  conduisent 
toujours  a  des  produits  absolument  convergents,  de  meme  va- 
leur; on  peut  en  prendre  la  derivee  logarithmique,  comme  s'il 
s'agissait  de  produits  d'un  nombre  limite'  de  facteurs,  soit  avant 
d'avoir  gronp^  les  facteurs,  soit  apr£s;  les  series  ainsi  formees 
sont  absolument  convergentes,  sauf  pour  les  valeurs  de  la  variable 
qui  annulent  les  facteurs  primaires  du  produit  infini;  elles  sont 
uniform^ment  convergentes  dans  toute  region  limit^e  du  plan  qui 
ne  contient  aucun  des  points  dont  les  affixes  sont  les  valeurs 
qu'on  vient  de  dire,  et  dont  le  contour  est  a  distance  fmie  de 
ces  differents  points;  on  peut  en  prendre  les  d&rivees  terme  par 
terme  et  Ton  obtient  ainsi  toujours  des  series  absolument  et  uni- 
formement  convergentes  dans  les  memes  conditions  que  la  pre- 
miere. 

En  particulier,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  aura,  en  d^si- 
gnant  par  tf  (u)  la  d6riv£e  de  <p  (u)^  la  relation 
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Si,  maintenanl,  dansl'expression  deo(«),  on  change  ueuu  -h 
a  designant  un  nombre  quelconque  non  entier,  on  trouve 


or,  le  facteur  primaire 


pent  etre  regard^  comme  le  prodnit  des  trois  quantit^s 

u     \    -«- 
!  --    e«-« 
n  —  a  ] 


a 

i  -- 
n 


done,  en  raison  de  la  convergence  manifeste  des  trois  produitsin- 
finis  dont  on  oLtient  les  facteurs  en  remplagant,  dans  chacune  de 
ces  quantit^s,  n  par  tous  les  entiers  positifs  ou  negatifs,  al'exclu- 
sion  de  zero,  on  voit  que  le  produitinfini 

n(')     /         u  +  a\     ^ 
(' -)en 

n 

peut  s'obtenir  en  multi pliant  les  valeurs  des  trois  produits  infinis 

no  (  i  u  \  — 
j(i-- }e»-* 
(  \  n  —  a] 

n 

n 


on  aura  done 


n—a 


ou,  en  faisant  rentrer  sous  le  signe  I  I  le  facteur 


I  H 

a 
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qui  n'est  autre  que  le  facteur  general  ecrit  sous  ce  signe?  et  dans 
lequel  on  supposerait  n  =  o,  on  trouve  finalement 

<*>     n 

n 

dans  le  premier  membre,  n  doit  maintenant  prendre  toutes  les 
valeurs  entieres  positives,  nulles  et  negatives. 

En  prenant  les  de'rivees  logarithmiques  des  deux  membres  par 
rapport  a  u,  on  obtient  la  relation 


(e) 


—  n       n,—  a 


•  a) 


qae  1'on  deduit  d'ailleurs  directement  de  1'expression  de  —  —  \\ 

les  premiers  membres  des  deux  dernieres  e'galites,  regardes  comme 
des  fonctions  de  a,  sont  evidemment  des  fonctions  periodiques, 
admettant  le  nombre  i  pour  periode;  en  effet,  le  changement  de  a 
en  a  H-  i  ,  dans  ces  premiers  membres,  revient  au  changement  de  n 
en  n  —  i  qui  ne  fait  que  reculer  d'un  rang  les  factenrs  ou  les  termes 
du  produit  ou  de  la  serie  et  n'altere  pas  la  valeur  de  ce  produit  ou 
de  cette  serie;  on  a  done 

(p'(M-Ha)       d  '(a) 


"  cp  (u  -Ha) 
OU 


qui  montre  que  le  second  membre  estindependantde  a;  on 
voit  de  suite  que  sa  valeur  est  nulle  en  y  supposant  a  =  --  ;  on 
a?  en  effet,  par  les  remarques  pre*cedentes? 


i 

10  •   * 


ainsi  la  fonction  2-i^  est  p^riodique  et  admet  1'unite  pour 
riode. 
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On  trouve  de  la  meme  facon,  en  remarquant  encore  que  le  pro- 
duit  infini 


n 


consid^re  corame  ime  fonction  de  a?  admet  1'unite  comme  pe- 
riode, 


t  f    \ 
on,  en  tenant  compte  de  la  periodicite  de  la  fonction  -77—7  ? 


egalile  qui  montre  que  le  second  niembre  est  independant  de  a. 
En  y  supposant  a  =  --  ?  on  trouve  que  sa  valeur  est  —  i  ;  on  ea 

conclut  sans  peine  que  la  fonction  <p(w)  est  p^riodique  et  admet 
le  nombre  deux  comnie  periode.  Les  fonctions  [©  (z^)]2,  <p(2«)  ad- 
niettraient  I'unit6  cornme  periode. 

D'ailleurs,  la  fonction  <p(w)  n'admet  pas  d'autres  periodes  que 
le  nombre  deux  et  ses  multiples  entiers,  et  c'est  ce  qui  resulte  en- 
core de  la  remarque  qui  a  conduit  a  la  former.  En  effet,  y(u}  ne 
peut  admettre  comme  periode  un  nombre  impair  2/1-4-1  ;  on  a, 
en  efiet,  puisque  2  et  zn  sont  des  periodes, 


mais  un  nombre  qui  ne  serait  pas  entier  ne  peut  etre  une  periode  : 
en  effet,  puisque  la  fonction  y(w)  s'annule  pour  u  —  o,  elle  doit 
s'annuler  pour  toute  periode;  or  elle  ne  s'annule  que  pour  des  va- 
leurs  entieres  de  u. 

On  voit  comment  la  forme  consideree  de  la  fonction  <p(w)  met 
en  evidence  les  propri^tds  les  plus  importantes  de  cette  fonction 
relatives  a  la  periodicity.  D'autres  propriet^s  apparaissent  moins 
facilement  sur  cette  forme  et  se  rattachent  a  d'autres  formes  ana- 
Ijtiques  qu'elle  peut  revetir;  mais  nous  ne  voulons  pas  etudier  da- 

vantage  cette  fonction,  qui  n'est  autre  chose  que  s-^^  (n°  73), 
et  nous  nous  bornerons  a  recrire,  av-ec  les  notations  de  la  Trigo- 
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nometrie,  les  formulas  (#),  (6),  (c),  (rf),  (e).  On  obtient  ainsi 


(Ii) 

(lo) 

v     ' 


n 


n 


h-    > 

u  —  n        n 


n 

n 

2 


u 


n  —  a  j 
i  i 


—  n        n  —  a 


=  TrfcotirCw  -i-  a)  —  cotira]. 
L  a 


80.  Nous  avons  dit  que,  si  une  fonction/(;/)  admettait  une  pe- 
riode  egale  a  a,  tous  les  multiples  entiers  de  a  e*laient  aussi  des 
periodes  de  cette  fonction  ;  il  n'y  a  pas  lieu  de  regarder  ces  di- 
verses  periodes  comme  veritablement  distinctes.  Si  la  fonction  f(u] 
n'admet  pas  d'autres  periodes  que  celles-la,  elle  est  dite  simple- 
merit  pe"riodique,  et  Ton  dil  que  a  en  est  la  periode  primitive  : 
ainsi  2  est  une  periode  primitive  de  la  fonction  <f(u)  du  numero 
pr^c^dent,  21:  est  une  periode  primitive  de  sin?/. 

On  peut  se  demander  s'il  peut  exister  des  fooctions  univo- 
ques/(w)  admettant  deux  periodes  distinctes  a  et  &?  c'est-a-dire 
des  fonctions  telles  que  Ton  ait,  quel  que  soit  */, 

f(u  +  a)  =/(a),        /O  -+-  b)  =f(u), 

el,  par  consequent  aussi,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m, 
n,  positifs,  nuls  ou  negatifs, 


f(u  - 


nb)  = 


En  disant  que  les  periodes  a  et  b  sont  distinctes,  nous  entendons 
simplement  ici  qu'il  n'existe  pas  un  troisieme  nombre  a  dont  a 
et  b  soient  des  multiples  entiers  et  qui  soit  lui-meme  une  periode 
de  la  fonction  f(u).  Si  un  tel  nombre  existait,  on  ne  dirait  rien 
de  plus  en  disant  que  a,  b  sont  des  periodes,  qu'en  disant  que  a 
est  une  periode.  On  peut  se  demander  aussi  s'il  peut  exister  des 
fonctions  univoques  admettant  .trois  periodes  distinctes  a,  6,  c, 
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c'est-a-dire  des  fonctions  f(u)  telles  que  Ton  ait,  quel  que  soil 
el  quels  que  soient  les  en  tiers  m,  /i,  /?, 


(w  -I- 


En  disant  que  les  periodes  a,  6,  c  sont  distinctes,  on  entend 
qu'elles  ne  peuvent  pas  s'exprimer  toutes  trois  en  fonction 
lineaire  a  coefficients  entiers  de  deux  periodes  de  /(«)•  S'il  en 
etaitainsi,  on  n'aurait  rien  de  plus  que  dans  le  cas  des  fonctions 
a  deux  periodes,  etc. 

81.  Avant  d'essayer  de  repondre  a  ces  questions,  nous  etabli- 
rons  le  lemme  suivant  : 

Si  une  fonction  univoque/(w)  est  reguliere  en  un  point  UQ  (n°  53) 
et  ne  se  reduit  pas  a  une  constante,  il  existe  un  nombre  positif  t 
tel  que  la  valeur  absolue  de  toute  p6riode  de  cette  fonction  soit 
certainement  sup^rieure  a  s. 

En  effet,  dire  que  la  fonction  f(ii)  est  reguliere  en  MO,  c'est  dire 
qu'il  existe  un  nombre  positif  yj  tel  que?  pour  toutes  les  valeurs 
de  h  qui  ve'rifient  P 


1'on  ait,  en  d^signantpar  n  1'ordre  de  la  premiere  des  derivees  de 
f(u]  qui  ne  s'annule  pas  pour  a  =  ?^0? 


Or,  s'il  en  est  ainsi,  on  a  vu  (n°  36)  qu'il  existe  un  nombre  positif  s 
tel  que  la  serie  qui  figure  entre  crochets  dans  le  second  membre 
de  cette  egalit^  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  h  moindre 
que  s  en  valeur  absolue.  Si  done  on  veut  que  Ton  ait 


)  -/Oo), 
il  faut  que  |  a  \  soit  superieure  a  e. 

82.  II  resulte  de  la  que  si  la  fonction  univoque  /(#),  reguliere 
en  w0,  est  periodique,  les  diffdrents  points  qui  figurent  les  diverses 
periodes  que  cette  fonction  peut  admettre  sont  tous  a  une  dis- 
tance du  point  o  supdrieure  a  e.  Si  cette  meme  fonction  admet 
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les  deux  periodes  a,  6,  elle  admettra  comme  p6riodes  tous  les 
nombres  ma  +  nb,  en  d^signant  par  m  et  n  des  entiers.  En  parti- 
culier,  la  difference  de  deux  periodes  quelconques  sera  une  pe- 
riode;  par  suite,  si  Ton  figure  les  diverses  p&riodes  par  des 
points,  la  distance  de  deux  quelconques  de  ces  points  sera  supe- 
rieure  a  e,  puisque  cette  distance  est  la  valeur  absolue  de  la  diffe- 
rence entre  les  affixes  de  ces  points,  difference  qui  est  elle-meme 
une  p^riode. 

On  en  conclut  que,  dans  une  portion  limit^e  du  plan,  il  ne 
peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  figurant  des  periodes; 
en  effet,  on  pourrait  paver  le  plan  avec  de  petits  carr^s  dont  la 
diagonale  serait  inferieure  a  £  ;  or,  dans  chacun  de  ces  carr^s,  il 
ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  des  points  consid^res. 

83.  Nous  allons  maintenant  6tablir  les  deux  propositions  sui- 
vantes  : 

I.  Si  une  fonction  univoque/(&),  reguliere  en  un  point  z/0?  et 
qui  ne  se  r^duit  pas  a  une  constante,  admeL  deux  periodes  a,  b 
dont  le  rapport  soit  reel,  il  existe  une  p£riode  a  de  la  fonction 
f(u)  dont  toute  autre  periode  est  un  multiple  entier  :  en  d'autres 
termes,  cette  fonction  est  simplement  p^riodique  et  a  en  est  une 
periode  primitive. 

II.  Si  une  fonction  univoque/(w),  reguliere  en  un  point  UQ,  el 
qui  ne  se  r^duit  pas  a  une  constante,  admet  deux  periodes  a,  b 
dont  le  rapport  soit  imaginaire,  il  existe  un  couple  de  periodes  a, 
(3  de  la  fonction /(&),  tel  que  toute  pdriode  de  cette  fonction  soit 
une  fonction  lin^aire  homogene  a  coefficients  entiers  de  a,  [3. 

i°  Si  a,  b  sont  des  pdriodes  dont  le  rapport  est  r^el,  tous  les 
points  ma  -+•  Jib  sont  situ^s  sur  la  droite  qui  passe  par  les  points 
o,  a,  b ;  leurs  distances  mutuelles  sont  plus  grandes  que  £ ;  iFy  a 
done  un  de  ces  points  qui  est  plus  rapproch^  que  les  autres  de 
Forigine,  puisque  sur  un  segment  fini  de  cette  droite  ayant  son 
origine  en  o,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  figu- 
rant des  periodes.  Soit  a  Paffixe  du  point  le  plus  rapproch^;  tous 
les  nombres  p  a,  ou  p  d^signe  un  entier,  sont  des  periodes;  ils 
sont  figures  par  des  points  ^quidistants  sur  la  droite  consid&r£e  ; 
or,  aucune  periode  p  ne  peut  6tre  figur£e  par  un  point  situ6  enlre 


j£4  CALCUL    DIFFtiRENTIEL. 

deux  points  conse*cutifs  pa,  (p  +  i)*,  sans  quoi  la  distance  des 
points  £  et  pa  serait  moindre  que  |ct|,  et,  puisque  la  difference 
ontre  les  pe'riodes  pet  et  §  est  une  periode,  il  y  anrait  un  point 
figurant  une  periode  plus  rapproche  de  zero  que  le  point  a;  ainsi, 
toutes  les  periodes  sont  des  multiples  de  a,  en  particulier  a  et  b, 
qui  ne  sont  pas  des  periodes  distinctes.  La  fonction  est  simple- 
men  t  periodique  et  a  est  une  periode  primitive  (<). 

2°  Si  done  la  fonction /(a),  reguliere  en  un  point,  admet  deux 
periodes  distinctes  a,  b,  le  rapport  de  ces  deux  pe'riodes,  et,  par 
consequent,  Tune  d'elles  au  moms,  est  imaginaire. 

Avant  d'alier  plus  loin,  il  convient  de  se  rendre  compte  de  la 
fac.on  dont  sont  distribues  tous  les  points  ma  +  nb:  m  et  n  6tant 

entiers. 

Tous  les  points  ma  sont  des  points  equidistants  sur  la  droite 
qui  passe  par  les  points  o,  a\  de  meme  les  points  nb,  sur  la  droite 

(l)  On  arrive  a  la  meme  conclusion  par  les  considerations  arithme'tiques  que 
void  : 

Supposonsd'abord  que  le  rapport  -  soil  uo  nombre  rationnel  -,  q  et/?  etanl 
des  entiers  premiers  entre  eux  ;  il  existera  alors  un  nombre  a  tel  que  Ton  ait 


ct  il  suffit  de  prouver  que  a  est  une  periode  pour  demontrer  que  a  et  b  ne  sont 
pas  des  periodes  distinctes ;  or  c'est  ce  qui  resulte  de  ce  qu'il  existe  des  entiers 

//,  tr'  tels  que  Ton  ait 

i  =  />y-h37f, 

el,  par  suite, 

a  =  p'a   f-  q  b. 

Supposons  maintenant  que  le  rapport  des  deux  periodes  -  soit  un  nombre  ir- 
rationael  r^el  p ;  la  theorie  des  fractions  continues  montre  qu'il  existe  des  fractions 

a  lermes  entiers  —  >  a  denominateur  aussi  grand  qu'on  le  veut  et,  telles  que  Ton 

^ 
ait 


<?• 


la  valeur  absolue  de  pa  —  gb  ou  a(p  —  ^p)  e*tant  moindre  que 

M 
^ 

peut  etre  supposed  aussi  petite  que  Ton  veut;  mais,  pa  —  qb  e*tant  une  pdriode,  on 
voit  que  cela  est  impossible  si  la  fonction  f(u]  est  reguliere  en  quelque  point. 
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jui  passe  par  les  points  o?  b  :  les  deux  droites  sont  d'ailleurs  dis- 
-inctes,  puisque  le  rapport  -  est  imaginaire  ;  si,  par  les  differents 

points  de  division  de  la  premiere,  on  mene  des  paralleles  a  la  se- 
conde, et,  par  les  differents  points  de  division  de  la  seconde,  des 
Daralleles  a  la  premiere,  on  decomposera  le  plan  en  un  re'seau 
le  parallelogrammes  tons  egaux  et  dont  les  sommets  anront 
les  affixes  de  la  forme  ma  -H  /?&  ;  le  point  ma  -+-  nb  sera  obtenu 
oar  Tintersection  de  la  parailele  a  la  seconde  droite,  menee  par 
e  point  ma,  el  de  la  parailele  a  la  premiere  droite,  menee  par  le 
point  nb. 

Nous  designerons  sous  le  nom  de  premier  parallelogramme 
du  reseau  le  parallelogramme  ayant  pour  sommets  les  points  o, 
2?  a  _}_.  £?  b:  el  nous  regarderons  comme  a  ppai- tenant  a  ce  paral- 
lelogramme  tous  les  points  qui  lui  sont interieurs,  les  points  situes 
sur  le  cote  qui  va  de  o  a  «,  sauf  le  point  «,  les  points  situes  sur  le 
cote  qni  va  de  o  a  6,  sauf  le  point  b  \  les  points  situes  sur  les 
deux  autres  cotes  n'appartiennent  pas  au  premier  parallelogramme. 

De  meme,  tous  les  points  u  -4-  ma  -f-  nb,  ou  m,  n  doivent 
prendre  encore  toutes  les  valeurs  entieres  positives,  nulles  et  ne- 
gatives, sont  situes  aux  sommets  d'nn  reseau  de  parallelogrammes 
identique  au  precedent,  et  qui  s'en  deduirait  en  faisant  subir  a 
toute  la  figure  une  translation  egale  au  segment  qui  va  du  point  o 
au  point  «.  Tous  ces  points  u  H-  ma  4-  Jib,  pour  lesquels  la  fonc- 
tion  f(u)  reprend  la  meme  valeur?  sont  situes  de  la  naeme  fagon 
par  rapport  aux  parallelogram mes  du  premier  reseau  (ma  -f-  nb) 
qui  les  contiennent;  nous  dirons  de  tous  ces  points  qu'ils  sont 
congruents ;  etant  donn^  un  point  quelconque  u  du  plan,  il 
existe  un  point  appartenant  au  premier  parallelo  gramme,  et  un 
seul,  congruent  au  point  u. 

II  est  clair,  d'apres  cela,  qu'on  connaitra  entierement  une  fonc- 
tion  admettant  les  periodes  a,  b,  si  on  la  connait  pour  tous  les 
points  qui  appartiennent  au  premier  parallelogramme  du  reseau  ; 
elle  se  reproduira  dans  les  autres  parall6logrammes. 

Remarquons  encore,  en  g^n^ral,  que  si  a,  b,  c  sont  les  affixes 
de  trois  points,  le  quafrieme  sommet  du  parallelogramme  ayant 
Tun  de  ses  sommets  en  a  et  ayant  pour  diagonale  le  segment  qui 
joint  les  points  6,  c  a  pour  affixe  b-^-c  —  a]  en  effet,  si  Pon 


M     —  T 
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designe  par  d  cette  affixe,  on  devra  avoir,  en  vertn  de  la  repre- 
sentation geometrique  de  1'addition  des  nombres  imaginaires, 

b  -±-  c  =  a  -+•  d\ 

il  resulte  de  la,  en  parliculier,  que,  si  a,  6,  c  sont  des  periodes 
de  la  fonction /<»,  le  quatriemesommet  de  tout  parallelogramme 
donl  a,  b,  c  sont  trois  sommets  figurera  aussi  une  periode. 

Geci  pose,  irnaginons  que  la  fonction  univoque/(w),  reguliere 
en  un  point,  admette  les  deux  periodes  a,  b  a  rapport  imagi- 
naire  et  considdrons  Pensemble  des  points  qui  peuvent  figurer  des 
periodes  de  cette  fonction  :  ces  points,  que  nous  appellerons 
points-periodes,  sont  isoles,  et  leurs  distances  mutuelles  sont  an 
moins  egales  ae;  choisissons  arbitrairement  Fun  d'eux,  etmenons, 
a  partir  du  point  o,  la  demi-droite  qui  le  contient;  il  y  aura  sur 
cette  demi-droite  une  infinite  de  points-periodes,  mais,  comme  on 
Fa  vu  plus  haut,  il  y  en  a  un  qui  est  plus  rapproche  de  o  que  les 
autres;  d^signons-lepar  a;  decrivons  du  point  o  comme  centre  un 
cercle,  avec  un  rayon  plus  grand  que  oc|  et  assez  grand  pour  ern- 
brasser  un  ou  plusieurs  aulres  points-periodes,  non  situes  sur  le 
rayon  qui  passe  par  a-,  faisons  tourner  ce  rayon  autour  du  centre 
de  fa^on  a  rencontrer  un  point-periode  situe'  dans  le  cercle  avant 
d'avoir  decritdeux  angles  droits,  et  arritons-le  des  que  Ton  a  ren- 
contre un  tel  point;  designons  par  (3  le  point-periode  le  plus 
rapproche'  de  o,  situ6  sur  le  rayon  dans  cette  nouvelle  position. 
II  est  manifesto  que  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  o, 
a,  (3  ne  contient  a  son  interieur  ni  stir  son' contour  aucun  autre 
point-periode  que  ses  sommets;  il  en  est  de  meme  du  paralle- 
lograrame  ayant  pour  sommets  les  points  o,  a,  a -h  (J,  p  :  oe 
parallelogramme,  en  effet,  est  separ^  en  deux  triangles  par  la 
diagonale  qui  joint  les  deux  points  a,  p;  Tun  de  ces  triangles  a 
pour  sommets  o,  a,  (3;  le  second  a  pour  sommets  a,  (3,  «H-P; 
or  si  ce  second  triangle  contenait  a  son  interieur  ou  sur  son 
contour  un  point-periode  y  distinct  de  ses  sommets,  le  sommet 
a»l_  p— Y  du  parallelogramme  dont  le  segment  qui  joint  a,  (3 
est  une  diagonale  et  dont  y  est  un  sommet,  serait  un  point-pe- 
riode et  appartiendrait  au  premier  triangle,  ce  qui  est  impossible. 
Le  parallelogramme  dont  les  sommets  sont  o,  a,  a  +  j3,  (3  ne  con- 
tient done  £  son  inte'rieur  et  sur  son  contour  aucuu  autre  point- 
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periode  que  ses  sommets.  Des  lors,  si  on  le  considere  comme  le 
premier  parallelogramme  d'un  reseau  dont  Jes  sommets  auraient 
pour  affixes  les  differentes  YaJeurs  de  ;?ia-f-/i(3,  on  voit  qu'aucun 
parallelogramme  du  reseau  ne  pourra  contenir  a  son  interieur  ou 
sur  son  contour  (en  dehors  des  sommets)  aucun  point-periode, 
sans  quoi,  le  point  congruent  du  premier  parallelogramme  serait 
un  point-periode,  ce  que  1'on  a  demontre  etre  impossible. 

Ainsi,  toute  periode  de  la  fonction  f(ii)  est  necessairemerit  de 
la  forme  ma  -f-  n  J3,  et  Ton  voit  en  particulier  que  cette  fonction 
ne  peutadmettre  trois  periodes  distinctes  (*). 

En  resume,  lorsqu'une  fonction  univoque  f(it\  r^guliere  en  un 
point,  admet  un  couple  de  periodes  a  rapport  imaginaire,  il  existe 


(*)  La  demonstration  arithme"tique  de  cette  derniere  proposition  resulte  de  la 
generalisation  de  la  methode  cl'approximation  des  fractions  continues  que  voici, 
et  qui  est  due  a  M.  Hermite. 

Soient  at,  a^,  ...,  an,  n  nombres  reels  quelconqucs;  on  peut  en  approcher  comme 
il  suit  par  des  fractions  a  termes  en  tiers  et  de  meme  denominateur  :  soit  4^  un 
entier  positif  arbitrairement  choisi  et  x  un  des  nombres  i,  2,  ...,  4^5  prenons 
pour  x{  le  nombre  entier  defmi  paries  inegalites 

o  <  OL.X  —  a?f<i; 
si  les  parties  entieresdes  n  expressions 


sont  nulles,  on  en  restera  la;  sinon  on  prendra  pour  x  un  autre  des  nombres  de 
la  suite  i,  2,  ...,  .£?.  Si,  apres  avoir  essaye  tous  ces  nombres,  aucun  des  -£n 
systemes  de  n  nombres  entiers  positifs  moindres  que  ^,  formes  par  les  parties 
entieres  des  n  expressions  -d,(a»<27~  ^.O  u'est  compose  de  nombres  tous  nuls, 
c'est  que  deux  systemes  sont  composes  de  nombres  identiques,puisque,  avec  les  ^ 
nombres  o,  i,  2,  ----  -C.—  rj  on  ne  peut  former  que  ^  systemes  distincts  de  ;? 
nombres,  et  que  Tun  de  ces  systemes  est  form6  de  n  nombres  nals;  par  suiteT 
dans  le  cas  suppos6,  il  existe  deux  nombres  #,  x',  pris  dans  la  suite  i,  2,  ...,  ^j1, 
tels  que  les  parties  entieres  des  n  expressions 


soient  respectivement  egales  aux  parties  entieres  des  n  expressions 

J^(OL,X'—  x'i}. 
Des  lors,  on  aura 


en  re"sum6,  on  peut  toujours  choisir  les  entiers  x,  x^  a?a,  ...,  xn^  tels  que  Ton  ait 

\CL.X-  xt\<  -~; 
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un  couple  de  periodes  dont  toutes  les  autres  periodes  sont  des 
fonctions  lineaires  a  coefficients  entiers  :  un  tel  couple  de  periodes 
est  dit  couple  primitif;  nous  verrons  d'ailleurs  plus  tard  qu'il  en 
existe  une  infinite.  La  fonction  f(u)  est  dite  doublement  peno- 

diqtie. 

A  la  veritd,  rien  encore  n'autorise  a  affirmer  1  existence  de  pa~ 
reilles  fonctions,  existence  qui  a  ele  supposee  dans  ce  qui  precede; 
c'est  la  construction  de  ces  fonctions  qui  va  maintenant  nous  oc- 
cuper. 

84  Parmi  les  fonctions  univoques,  les  plus  simples  son  ties  fonc- 
tions ralionnelles;  mais  on  apergoit  de  suite  qu'elles  ne  peuyent 
6tre  periodiques,  a  moins  de  se  re'duire  a  une  constante.  II  y  a,  au 
contraire,  des  fonctions  p^riodiques  parmi  les  fractions  transcen- 
dantes  entieres;  telles  sont  les  fonctions  simplement  periodiques 


le  nombre  x  est  positif,  et  au  plus  £gal  a  ^  ;  il  est  facile  designer  des  limites 
superieures  aux  valeurs  absolues  des  nombres  a^  «?3,  -  .  .,  a?n. 
Ceci  ^tabli,  oa   demontrera  comme  il   suit  Fimpossibilit^  de  trois  periodes 


si  Ton  designe  par  x,  y,  z  des  entiers,  le  nombre  P  4-  iP',  ou  Ton  suppose 
P  =  \x  -f-  yy  -!-  v^,        Pr  =  Va?  -H  K->  -1-  v'«, 

sera  aussi  une  periode,  et  il  sufflt,  pour  etablir  la  proposition  enonc^e,  d'etablir 

que  1'on  peut  choisir  les  entiers  x,  y,  z  de  maniere  que  les  valeurs  absolues  de  P, 

P'  soient  moindres  que  toute  quantite*  donnee:  or;  on  tire  des  6galit6spr^c6dentes 

(  V-  V^Ja?  -([iV  -  PL'V)^  =  FIX'-  P>, 

(^p.'_  X»y  —  (Vv  —  W)5  =  P'X—  PV; 


aucune  des  expressions  V~  ^>,  F'-  H-'v»  Vv  -  Xv'  n'est  nulle'  si  la 
en  effct  e^tait  nulle,  le  rapport  |  serait  r^el;  et  ce  cas  a  deja  6te  exclu;  or,  apres 
avoir  fixe  le  nombre  entier  J^,  on  peut  determiner  les  entiers  x,y,x  de  maniere 
que  les  premiers  membres  des  ^galites  pr^cddentes  soient  moindres  en  valeur  ab- 
solue  que  4-;  si  done  oa  designe  par  «,  «'  des  nombres  moindres  que  x  en  valeur 

absolue,  on  aura 

P^-P'^  ~>        P^-PV=  -, 

d'ou  Ton  tire 


or,  comme  ^  peut  etre  suppos^  aussi  grand  qu'on  le  veut,  P  et  P'  peuvent  etre 
supposes  aussi  petils  qu'on  le  veut. 
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sin#,  ex\  mais  toute  fonction  entiere,  transcendante  on  non, 
qui  est  doublement  periodique  se  reduit  a  une  constante. 
C'est  la  une  proposition  extr£mement  importante,  due,  a  Liou- 
ville  et  dont  Pillustre  geometrea  montre  qu'elle  pouvait  servir  de 
principe  pour  fonder  la  theorie  quinous  occupe  ('}.  Sa  demonstra- 
tion est  d'ailleurs  immediate*,  considerons  en  efiet  le  re"seau  de 
parallelogrammes  forme,  comme  il  a  ete  expliqu£  plus  haul,  au 
moyen  de  deux  periodes-  une  fonction  (transcendante)  entiere 
restera  evidemment  finie  dans  le  premier  paraMogramme  du  re- 
seau;  sa  valeur  absolue  y  restera  inferieure  a  tin  nombre  positif 
fixe  A;  et,  a  cause  de  la  periodicite,  cette  valeur  restera  moindre 
que  A  dans  chaque  parallelogramme,  c'est-a-dire  pour  n'importe 
quelle  valeur  finie  de  la  variable  :  or,  on  a  vu  (n°  38)  que,  dans 
ces  conditions,  une  fonction  transcendante  entiere  se  reduit  ne- 
cessairement  a  une  constante ;  le  theor£me  de  Liouville  est  done 
demontre. 

85.  Apres  les  fonctions  transcendantes  entieres,  les  fonctions 
univoques  les  plus  simples,  parmi  celles  qui  admettent  des  deri- 
vees,  sont  celles  qui  n'admettent  pas  d'autres  singularity  a  dis- 
tance finie  que  dzsptiles  :  sauf  en  ces  poles  (et  au  point  oo),  elles 
sont  partout  regulieres  ;  leurs  p6les  sont  n^cessairement  isoles. 
Elles  se  comportent  comme  des  fonctions  rationnelles  pour  toutes 
les  valeur s  fmies  de  la  variable.  Rappelons  encore  qu'elles  peu- 
vent  ^tre  regardees  comme  ,le  quotient  de  deux  fonctions  entieres, 
transcendantes  ou  non  (n°  74) ;  ce  sont  ces  fonctions  que  nous  con- 
sidererons  exclusivement,  et  voici  la  marche  que  nous  suivrons 
pour  former  celles  d'entre  elles  qui  sont  doublement  p^riodiques. 

Considerons  une  telle  fonction  univoque  /(M),  n'ayant  pas 
d'autres  singularity's  a  distance  finie  que  des  poles.  Supposons  que 
Ton  ait 


9(u)  et  W(u)  designant  des  fonctions  entieres  (transcendantes 
ou  non)  de  la  variable  u:  qui  ne  s'annulent  pas  pour  une  meme 


(')  Lemons  sur  les  fonctions  doublement  periodiques  (Journal  de  Crelle, 
t.  LXXXVIII). 
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valeur  de  u\  les  poles  de  f(ii)  correspondent  aux  z^ros  de  W(w), 
ses  zeros  correspondent  aux  zeros  de  $(#)•  Supposons  que  la 
fonction /(w)  admette  les  periodes  «,  b,  dont  le  rapport  sera  ne"- 
cessairement  imaginaire,  et  envisageons  le  reseau  de  parallelo- 
grammes  forme  au  moyen  de  ces  periodes.  Dans  le  premier  de  ces 
parallelogrammes,  la  fonction  f(u]  aura  au  moins  un  pole,  sans 
quoi,  elle  n'en  aurait  nulle  part.  Elle  en  aura,  d'ailleurs,  un 
nombre  fini,  sans  quoi,  elle  admettrait  necessairement  dans  ce 
parallelogramme  un  point  singulier  essentiel,  limite  des  p61es  en 
nombre  infini.  Si  les  poles  dislincts  apparLenant  au  premier  pa- 


rall&ogramme  sont 


I,  PI,  ...,  p», 


tous  les  points  congruents  aux  points  po  (J2,  .  .  .  ,  $q  seront  aussi 
des  poles  de  la  fonction,  avec  les  m&nes  degres  de  multiplicite 
respectifs  que  ces  points.  En  effet,  si  m,  n  sont  des  entiers, 
ma-i-nb  est  une  periode  et,  par  consequent,  fit-}-  ma  -\-nb  est 
un  pole  de  m£me  ordre  v/  que  g/,  (i  =  i  ,  2,  *  .  .  ,  q]  \  done  la  fonc- 
tion W(u)  admettra  comme  zeros  tous  les  points  [3/-f-  ma  +  nb^ 
avec  Tordre  v/,  («  =  i,2,  ...,  y);  elle  n'en  admettra  pas  d'autres. 
De  meme,  dans  le  premier  parallelogramme,  la  fonction  f(u) 
admettra  au  moins  un  zero;  car,  autrement,  la  fonction  double- 
ment  periodique 


f(u)  ~ 

qui  n'admet  aussi  d'autres  singularites  que  des  p61es,  n'  aurait  au- 
cune  singularite  si  elle  n'admettait  pas  quelque  pole  dans  le  pre- 
mier parallelogramme;  ce  serait  done  une  fonction  entiere,  et,  par 
consequent,  en  vertu  du  theoreme  de  Liouville?  une  constante. 
Dans  ce  premier  parallelogramme,  f(u)  ne  peut  admettre  qu'un 
nombre  fini  de  zeros;  soient  done 


les  zeros  distincts  de  la  fonction  $(#),  appartenant  au  premier 
parallelogramme,  et  soit  pi/,  (j==i,2,  »..,/>),  Fordrede  mullipli- 
citd  du  zdro  a/;  tous  les  nombres  &i~\~ma  +  nb  seront  des  zeros 
d'ordre  p./,  (i  =  i,  2,  .,.,/>),  pour  la  fonction  ^(w),  et  celle-ci 
n'admettra  pas  d'autres  zeros. 

Imaginons  done  qu'on  construise,  par  la  regie  de  M.  Weier- 
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strass  (n°  71),  une  fonction  transcendante  entiere  d  u  (j)  admettant 
pour  z£ros  simples  tons  les  nombres  ma  -+-  rib,  et  n'en  admettant 
pas  d'autres,  on  devra  avoir,  en  vertu  du  theoreme  que  nous  ve- 
nons  de  rappeler,  et  en  designant  par  <p(w),  fy(u)  des  fonctions 
(transcendantes)  entieres  de  u, 


En  effet,  on  voit  de  suite,  comme  an  n°  72,  que  la  fonction, 
reguliere  pour  toute  valeur  finie  de  «,  et  ne  s'annulant  pour  au- 
cune  valeur  de  w, 


est  une  fonction  (transcendante)  entiere  de  u  cle  la  forme 

ey(u}9 

II  en  resulte  que  la  fonction  /(w)  est  necessairement  de  la  forme 


Nous  retrouverons  cette  forme  plus  tard,  avec  une  signification 
plus  precise;  nous  avons  seulement  voulu  montrer  ici  comment 
Petude  de  la  fonction  du  s'impo^ait  d'une  fa^on  necessaire;  c'est 
la  construction  de  cette  fonction  et  Texamen  de  ses  proprietes  £16- 
.mentaires  qui  vontinaintenant  nous  occuper. 

C'est  Eisenstein  qui,  le  premier,  a  construit  cette  fonction  (2). 
Toutefois  le  produit  infini  a  double  entree  qu'il  consid^re  n'est 
pas  absolument  convergent  et  est,  par  suite,  moins  maniable  que 
celui  que  nous  allons  considerer  en  suivant  la  methode  et  en  adop- 
tant  les  notations  de  M.  Weierstrass. 


(')  Dans  les  Chapitres  qui  suivent,  on  designera  par  ce  symbole  une  fonction 
particuliere  entierement  de'termine'e. 

(3)  Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Uoppelprodukte,  aus  welchen  die 
elliptischen  Funktionen  als  Quotienten  zuzammengesetzt  sind.  (Eisenstein's  Ma- 
thematische  Abhandlungen,  p.  3i3;  Berlin,  1847-) 
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CHAPITRE  II. 

LA  FONGTION  cfw  ET  LES  FONGTIONS  QUf  EN  DERJVENT. 


I.  —  Les  trois  fonctions  <JM,  £w,  p  u.  I/argument  augmente  de  2toa. 

86.  Nous  adopterons  les  notations  et  ies  conventions  qui 
suivent  : 

Designons  par  2  Oj  ,  2  o>3  deux  nombres  dont  le  rapport  soil  ima- 
ginaire;  nous  apprendrons  bienldt  a  former  des  fonctions  double- 
ment  p^riodiques,  pour  lesquelles  ces  nombres  constitueront  un 
couple  primitif  de  periodes,  et  nous  emploierons  de  suite  les  mots 
p&riodes  pour  designer  ces  nombres;  quoiqu'il  en  soit,  nous  con- 
sidererons  le  r^seau  de  parallelogrammes  forme  par  les  points 


m,  n  prenant  toutes  les  valetirs  entires  positives,  nulles  ou  nega- 
tives; comme  dans  le  na  83.  Nous  d^signerons  sous  le  nom  de 
premier  parallelo  gramme  le  parallelogramme  dont  le  pre- 
mier, le  deuxieme,  le  troisieme  et  le  quatri^me  sommet  auront 
respectivement  pour  affixes 

0,      2CO],      2  CO!  -4-20)3?      2W3J 

le  premier  •,  le  deuxi&me,  le  troisieme  etlequatriemecbl6  joignent 
respectivement  les  points  0,2  co^;  20)4  ,  20)^  +  20^3;  2(04-4-20)3, 
2co3;  2co3?o.  Comme  aun°  83,  nous  regarderons  comme  apparte- 
nant  au  premier  parallelogramme  tous  les  points  int£rieurs?  et 
tous  les  points  situes  sur  le  premier  et  le  quatri&me  c6te,  sauf 
les  points  2<o0  2o>3.  Nous  adopterons  des  conventions  analogues 
pour  le  parallelogramme  dont  les  sommets  sont 
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qui  sera  dit  purallelo  gramme  des  periodes  relatif  au  point  u\ 


tons  les  points  u  -\-  zm<£{-r-  anco3  sont  dits  congruents;  suppo- 
sons  en  particulier  que  le  point  u  appartienne  au  premier  paralle'- 
logramme,  tons  les  points  congruents  sont  situes,  par  rapport  aux 
divers  parallelogrammes  du  reseau  qui  les  contiennent  respecti- 
vement,  de  la  meme  fagon  que  le  point  u  par  rapport  au  premier 
parallelogramme.  j£tant  donne  un  point  qnelconque  u1  du  plan,  il 
existe  un  point  u  appartenant  au  premier  parallelogramme  et  con- 
gruent au  point  u1  ';  Faffixe  de  u  est  la  valeur  reduite  de  u1  '. 

Dans  le  langage  de  1'Arithmetique,  on  dit  que  les  nombres  u 
et  u!  sont  congrus  par  rapport  au  systeme  de  modules  2con  2to3,  ou 
encore,  congrus  modulis  stOj,  2a>3,  si  Ton  a,  en  designant  par  m 
el  n  des  nombres  en  tiers, 


u'  —  u  H~ 

et  Ton  ecrit 

u'  ~  u  [model,  acoj,  ato3]     (i). 

87.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  probleme  pose  a 
la  fin  du  Chapitre  precedent,  de  la  construction  d'une  fonction 
transcendante  entie*re  admettant  comme  zeros  simples  tous  les 
nombres  2m^{  -+-  2/10)3,  en  designant  toujours  par  m,  n  des  en- 
tiers  positifsj  mils  ou  negatifs. 

La  serie  a  double  entree 


^  ( 2  m  to*  -h  2  n  w3  )a 

7M,  /Z 

6tant  absolumeut  convergente  (n°  18)  lorsque  a  est  un  entier 
plus  grand  que  deux,  on  voit  que  la  fonction  cherchee  est  tine 
fonction  transcendante  entiere  de  genre  deux.  Pour  la  construire, 
il  faudra  done,  d'apres  le  theor&me  de  M.  Weierstrass  (n°71), 


(*)  La  notation  un  peu  singuli^re  modd.  a  £t£  propos^e  par  Gauss  (Werke, 
t.  H,  Nachlass,  p.  289);  elle  a  6te  adoptee  et  est  employee  couramment  par 
M.  Kronecker  et  ses  Sieves,  pour  distinguer  les  congruences  suivant  un  systeme 
de  modules  des  congruences  suivant  un  seul  module.  Cette  m6me  notation  est 
adopted  en  Algebre  par  M.  Kronecker  dans  un  sens  bien  plus  g£ne>al.  (Voir  Arith- 
metische  Theorie  der  algebraischen  Grossen ,  Festschrift  et  les  Sitzungsbe- 
richte  der  BerLiner  Akademie,  surtout  depuis  1886.) 
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prendre  pour  facteurs  primaires  les  quantites 


2  mu>\-v  2  /i  0)3 


dans  chacune  desquelles,  nous  le  rappelons  encore  une  fois,  les 
deux  facteurs  doivent  etre  regardes  comme  lies  indissolublement. 
Le  produitinfini  a  double  entree 


ou  s  doit  £tre  remplace  par  les  diverses  valeurs  que  prend  1'ex- 
pression 


quand  on  y  met  a  la  place  de  m,  n  les  differents  nombres  entiers, 
positifs,  mils  ou  negatifs,  a  1'exclusion  de  la  combinaison  m  =  o, 
n  =  o,  esl  alors  absolument  convergent  qnel  que  soil  #.  II  jouit  de 
toutes  les  propri^tes  que  nous  avons  rappele"es  au  n°  79. 
II  en  est  de  meme  du  produit  iafini  a  double  entree 


qui  admel  pour  zeros  simples  loutes  les  valeurs  de  s  et  n'admet 
pas  d'autres  zeros.  En  disant,  ici  et  plus  loin,  toutes  les  valeurs 
de  5,  nous  entendons  toutes  les  valeurs  pr6c£demment  d&Gnies, 
et  en  outre  la  valeur  o;  en  d'autres  termes,  toutes  les  valeurs 
que  peut  prendre  ['expression  2.m<£{  +  2/io3  quand  rn  et  n  sont 
des  entiers  quelconques. 

C'est  cette  derniere  fonction  transcendante  entiere  que  nous 
d^signerons  par 

tfw 

ou,  quand  nous  voudrons  mettre  les  p^riodes  dont  on  part,  enevi- 
^dence,  par 

Cf(u\  0)i,  (1)3). 

Alors,  toute  fonction  transcendante  entiere  admettant  les  memes 
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z£ros  simples,  et  n'en  admettant  pas  d'autres,  est  de  la  forme 

ou  g(u}  designe  une  fonction  entiere  quelconque. 

88.   On  a  done,  par  definition, 
(110  a^=ttJJC 

s 

En  prenant  la  derived  logarithmique  du  produit  infini  a  double 
entree,  comme  s'il  s'agissait  du  produit  d7un  nombre  fini  de  fac- 
teurs,  on  obtient  une  serie  a  double  entree 


u  —  s       s 


~jt  j, 
quirepresente  (n°  71)  la  derived  logarithmique  ^ —  de  la  fonctionrf  u ; 

les  elements  d'un  m£me  terme 

i          i        u 


u  —  s       s       s% 
doivent  etre  consideres  comme  lies  indissolublement. 

Les  poles  de  la  fonction  — -  que  cette  s^rie  represente  sont  ici 
bien  en  evidence  :  ce  sont  tousles  points  5;  ce  sont  des  poles  simples. 
Nous  d^signerons,  par  £w,  la  fonction  -—  ainsi  engendree  de  du, 

Lorsque  nonsvoudrons  mettre  en  evidence  les  nombres  o)n  o)3  au 
moyen  desquels  elle  est  form^e,  nous  6crirons 

L  (  U  1  Wi.  OL)^J. 

On  a  done 

T          i 


^  —  5       s 


La  fonction  ^?/  engendre  elle-m^me,  par  differentiation,  une 
fonction  —  Qu  qui  est  repr^sent^e  par  la  s6rie  a  double  entree 


t 


(u  —  *)«       *» 
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oblenue  en  differentiant,  terme  par  terme,  la  serie  qui  repr6~ 
sente  —  ^u.  Les  elements  d'un  meme  terme 


(u  — 


doivent  toujours  etre  regardes  comrae  li£s  indissolublemenl. 

Les  p61es  de  la  fonction  —  %u  sont  bien  en  Evidence  :  ce  sont 
tous  les  points  $;  ce  sont  des  poles  doubles.  Nous  designerons 
par  pu  ou?  si  Ton  veut?  par  p(u\  o>o  o>3),  cette  fonction  —  'Qu 
engendr^e  de  ^u  et?  par  suite,  de  du. 

On  a  done 


(H3) 


De  m^me  pw  engendre  par  diflferentiation  une  fonction  pru  qui 
est  represent^e  par  la  serie  a  double  entr6e 


obtenue  en  differentiant,  terme  par  terme,  la  s^rie  qui  represente 
pu.  Les  p6les  de  p1  u  sont  bien  en  evidence  :  ce  sont  tous  les 
points  s  ;  ce  sont  des  poles  triples. 
On  a  done 


oula  sonome  est  etendue  a  toutes  les  valeurs  s=  2/nco<  H-  2/ico3, 
y  compris  z^ro. 

89.  Les  propriety  qui  suivent  se  lisent  immediatement  sur  les 

formules  (II^)- 

La  fonction  du  est  impair  e.  En  effet,  a  chaque  valeur  de  5, 
non  nulle,  correspond  evidemment  une  valeur  ^gale  et  de  signe 
contraire,  en  sorte  que,  au  facteur 
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correspond  le  facteur 


i57 


n — 


et  ces  deux  facteurs  sepermutentl'un  dans  i'autrequand  on  change 
u  en  —  u. 

II  en  r6sulte  immediatement  que  ^u  est  aussi  une  fonction  im- 
paire,  pu  une  fonction  paire  et  pf  a  une  fonction  impaire;  cela  se 
voit  d'ailleurs  aussi  sur  les  formules  (II2_ji). 

On  a  encore  imm^diatementj  quel  que  soit  le  nombre  a  different 
de  z^ro, 


(III) 


(a) 

(3) 


j 

a 
I 
a2  ' 


| 


90.  Soit  3  la  distance  da  point  o  an  plus  rapproche  des  som- 
mets  s  du  reseau  de  parallelogrammes. 
Si  1'on  a  |  u  \  <<  S,  on  peut  ^crire 


I         i 


[i       u 
-H-- 


donc?  en  remplagant  dans  1'expression  de  ^w  chaque  terme  qui 
figure  sous  le  signe  "V     par 

r^"     M3  M»  i 

i  _  ,   i   _    i_        i_  .,.  .  _   i  .        i 

""  L  *8    **         $n^    '  '  "  J  ? 

et  en  ordonnantensuite,  ce  qui  est  permis(n°  38),  on  aura,  sous  la 
seule  condition    u  \  <  8, 


ou?  en  tenant  compte  de  ce  que,  dans  les  sommes  de  la  forme 
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les  termes  se  detruisent  manifestemenl  deux  a  deux, 


7 


i          vito  i 

(iv2)    £«=--*'  2,  7*- 

*  * 

En  integrant  par  rapport  a  w,  on  a 

r  ^    i         M*  V} 

KaJtt  =  G  +  logM-y  2d 

*^  ,9 

G  dlant  la  constante  d'integration  et  Ja  determination  de  log^  de- 
pendant du  chemin  d  'integration.  On  aura  done 

i  .\\n  i 

4 


— 

=  eft>ttdu  =  eL  x  u  x  e 


GU 

La  constanle  C  doit  etre  prise  egale  a  zero,  afm  que  le  rapport  — 
ait  pour  iimite  Punite  quand  u  tend  vers  zero,  ce  que  la  for- 
mule  (Hi)  exige  manifestement.  En  rempla^ant 


par  le  developpement  en  serie  entiere  en 

i 
r-W 


("'    i/V^sl- 
?~j  (2(  *0 

\  *          /    -» 


on  voit  que  du  peut  se  mettre  sous  Ja  forme 

1  I  //? 

T  /•    ** 


Ce  developpement  est  valable  quel  que  soit  w;  il  n'a,  a  la 
ete"  ^tabli  que  sous  la  condition  |  u  |<  S;  mais,  comme  la  fonction 
vu  peut  etre  raise  sous  la  forme  d'une  serie  enti&re  en  w,  partout 
convergente,  et  que  cette  s<§rie  doit  coincider  avec  la  s^rie  (IV{) 
pour  toutes  les  valeurs  de  ?^qui  satisfonta  la  condition  pre"cedente, 
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elle  coincide  necessairement  (n°  36)  avec  cette  meme  serie,  quel 
que  soit  u. 

On  remarquera  que  le  terme  en  w3  manque  dans  le  d^veloppe- 
ment  de  du. 

D'un  autre  cote,  en  differentiant  par  rapport  a  u  la  relation  (IV2), 
on  trouve  la  formule  suivante,  que  Ton  aurait  aussi  bien  pu  de- 
duire  de  la  definition  de  «, 


Cette  formule  sera  valable  tant  que  Ton  aura  |  u  \  <  3;  si  cette  con- 
dition n'est  pas  verifi^e,  le  second  membre  n'est  pas  convergent. 
En  differentiant  encore  unefois,  on  trouve 

(1YO  p'^- 

La  m^thode  pr^cedente  permet  sans  doute  de  calculer  autant  de 
termes  que  Ton  voudra  dans  le  developpernent  en  series  de  du, 
^M,  pu\  mais  elle  ne  permet  pas  de  trouver  la  loi  de  formation 
de  ces  series.  Ce  n'est  qu'apres  avoir  obtenu  des  equations  diffe- 
rentielles  auxquelles  doivent  satisfaire  ces  fonctions  que  Ton  pent 
etablir  cette  loi.  II  convient  toutefois  de  signaler  des  maintenant 
ce  fait  important  que  les  coefficients  des  series  (IVi_4)  sont  des 
polynomes  entiers  a  coefficients  rationnels  par  rapport  aux  deux 
nombres 

civ,)         ft- 

Les  nombres  g%  et  g%  ont  regu  le  nom  (^invariants,  qui  sera  jus- 
tifie  plus  tard. 

91.  La  formule  (llj  )  petit  6tre  transformee  comme  Fa  ete  la  for- 
mule analogue  pour  'sin  KX  dans  le  n°  79*  En  d£signant  par  a  un 
nombre  assujetti  seulement  a  ne  pas  6tre  6gal  a  1'une  des  valeurs 
de  5?  on  aura,  en  remplagant  dans  (II4  )  u  par  u  -+•  a^ 


u-\-  a 


n 


a\ 
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Or  le  facteur  primaire,  qui  figure  sous  le  signe  II     ,  pent  etre 
regarde  comme  le  produit  des  trois  quantites 


et,  a  cause  de  la  convergence  manifeste  de  chacun  des  trois  pro- 
duits  infinis  dont  les  facteurs  s'obtiennent  respectivement  en 
donnant  a  s,  dans  les  expressions  precedentes,  toutes  les  valeurs 
dont  ce  symbole  est  susceptible,  sauf  la  valeur  zero,  il  est  clair 

que  est  ^gal  au  produit  de  ces  trois  produits  infinis. 

Le  dernier  d'entre  eux  est  egal  a  une  puissance  de  e  doot  Fex- 
posant  est 


mais,  en  vertu  des  formulas  (II2)  et  (II3),  on  a 


i 


JU      <(a-sy       s*\       <"~      a* 
.1 

D'autre  part,  le  second  des  produits  infinis  est,   en  vertu  de 

la  formule  (IJ< ),  egal  a 

tfa 
a 
On  a  done 


u  H~  a  a 

X 


n 
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En  faisant  rentrer  parmi  les  facteurs  du  produit  infini  le  facteur 

n      1  «* 


n —    e 
a 


qui  n'est  a  Litre  chose  que  le  facteur  general  qui  figure  sous  le 
signe  I!  ,  dans  lequel  on  supposerait  s  — o,  on  aura  finale- 
men  t 


(Vi) 


oii5  doit  prendre  Unites  les  valeurs,  sans  exception,  que  Ton  ob- 
tient  en  rempla^ant,  dans  1'expression  zm  toi  -1-  2/10)3,  m  el  /?  par 
tons  les  nombres  entiers,  positifs:  nuls  ou  negatifs. 

En  prenant  les  derivees  logarithrniques,  par  rapport  a  u,  des 
deux  membres  de  1'  equation  precedente,  on  tombera  sur  la  for- 
mule 


(V2) 


i 


u-{-  a  —  s       a  —  s       (a  —  $) 


Et,  en  prenant  les  derive"es  par  rapport  a  u  dans  les  deuxmernbres 
de  cette  derniere  egalite,  on  a 


(V.) 


Ces  deux  egalites  se  deduiraient  tout  aussi  bien  des  formulas  (II2) 
et  (II,). 

92.  Les  egalites  (V)  ont  cecide  tres  remarquable  que  les  quan- 
tit^s  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  ne  changent  manifes- 
tement  pas  quand  on  y  remplace  a  par  a  +  5,  ou  s  est  Tune  quel- 
conque  des  valeurs  que  pent  prendre  2/710)4  4-  2/10)3.  11  est  clair, 
en  effet,  que,  par  ce  changement,  1'ordre  des  facteurs  ou  des 
termes  qui  figurent  dans  le  produit  infmi  ou  dans  les  series  est 
seul  modifie.  Ainsi,  consid^res  cornme  des  fonctions  de  a,  les 
premiers  membres  sont  des  fonctions  doublement  p^riodiques  a 
p6riodes  2<o0  20)3, 

T.  etM.  —  I.  Ic 
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Voici  quelques  consequences  essentielles  qui  r^sultent  de  cette 
remarque  et  dont  nous  empruntons  la  deduction  a  Halphen  (*)  : 

i°  On  a 


d'ou,  en  remplagant  u  par  b  —  a, 


on  voit  done  que  les  deux  membres  sont  egaux  a  une  constante, 
independante  de  a  et  de  b.  Pour  determiner  cette  constante,  suppo- 
sons  d'abord  que  les  deux  entiers  m  et  n  ne  soient  pas  tons  deux 
pairs,  en  sorte  que  -s  ne  soil  pas  un  des  nombres  exclus  pour  #; 

posons  alors  «=  —  -  et  rappelons-nous  que  p  est  une  fonction 
paire;  on  voit  que  la  constante  cherchee  est  alors  nulle. 

On  a  done,  en  particulier,  pour  m  =  i,  n  =  o  et  pour  m  =  o, 
n  —  i 


et,  par  consequent,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  /?, 
(VI5)  p(M-t-2mcoi4-27io>3)  =  PM. 

2°  On  a  de  ni^me,  en  conservant  les  memes  notations, 

a}  —  £a  -t-  upa. 


En  reduisant,  au  mojen   de  Fegalit^  pr^cedente  et  en  posani, 
u—  b  —  a,  il  vient 


Ici  encore  les  deux  membres  sont  done  ^gaux  a  une  constanie  in- 
dependante de  a  et  de  b.  Pour  la  determiner,  dans  le  cas  ou  m 
et  n  ne  sont  pas  pairs  simultanement,  posons  a=  --  ,  ce  qui 
est  alors  permis  ;  rappelons-nous  aussi  que  la  fonction  £  est  im- 
paire,  et  nous  aurons  alors,  pour  la  valeur  de  cette  constante, 


Traite  des  functions  elliptiques,  1.  1,  p.  867. 
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En  particulier,  pour  m=i,n  =  o,  pour  /?z  =  —  i,  n  =  —  i  et 
pour  m  =  o,  n  =  i  ,  on  a 


ou  le  nombre  co2  est  d^fini  par  la  relation 

Wj  -f-  W2  •+•  u)3  =  O 

et  est  introduit  pour  des  raisons  de  symetrie  dont  le  lecteur  s'a- 
percevra  bientot. 
On  en  d6duit 


de  sorte  que  Ton  a 

On  pose  habituellement 
(VI*) 


en  sorte  que  la  relation  pr^cedente  peut  s'^crire 

(VI*   bis)  TJt-h  7]2+  7)3=0 

et  que  Ton  a,  en  ^crivant  z/  au  lieu  de  a, 

£(wH-  2coa)  =  ^w-+-2T]a        (a  =  i,2,  3); 

done  aussi,  par  repetition,  quels  que  soient  les  en  tiers  m  et  n, 
(VI8)  S(w-h2mco14-27Zto3)  =  ^M4-  2/ttr^-h  2/1753. 

3°  Enfin,  on  a,  en  conservant  toujours  les  memes  notations, 


En  r^duisant,  au  moyen  des  egalit£s  pr^c^dentes,  il  vient 
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et,  en  remplagant  it  par  b  —  a, 


Ici,  encore,  les  deux  membres  sont  egaux  a  une  constante  inde- 
pendante  de  a  et  de  b,  et,  si  m,  n  ne  sont  pas  tons  deux  pairs, 
on  determinera  cette  constante  en  posant 


a  =  --  =  —  (  m  o>!  H-  /i  o>3  ), 


ce  qui  est  aiors  permis.  On  obtient,  dans  ce  cas,  pour  cette  con- 
stante, la  valeur 

_  e(7nu>i+naj  {2/«Y)1-h2;zY)3)  • 

on  a  done,  pourvu  que  Tun  des  deux  enliers  m,  n  soit  impair, 

O*(K  4-  am 
et,  en  particulier, 


(VIi) 


=—  e27)^-^^  tfw, 


La  premiere  de  ces  trois  egalites,  par  repetition,  donne 
de  meme 


en  remplacant,  dans  I'avant-derniire  6galit^,  w  par  zz  4-2/10)3  et 
en  tenant  compte  de  la  derni£re,  il  vient 


sans  qu'ici  Ton  ait  a  exclure  le  cas  ou  m  et  n  seraient  pairs  a  la 
fois;  on  a  pos6,  pour  abreger, 


A  =  27)!  [m(W-4-  2/i30)3)"-|-  Tn8^!]  4-  27)3 

/I  (1)3)  -H 


En  ^changeant  m,  o><,  r^  et  /i,  to3,  Y)3,  on  aurait  de  m^nie 
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OU 


B  =  (2  7W7)i-H2Jl  7)3  )(M 

II  faut  que  Ton  ait  ek  =  eB  et,  par  suite,  que 


soil  un  multiple  entier  de  auz',  quels  que  soient  les  entiers  w,  ft. 
Si,  en  particulier,  on  prend  m  =  i  ,  n  =  r  ,  on  voit  que 


est  un  multiple  entier  de  —  -  On  peut  ajouter  que  c'est  un  mul- 
tiple impair,  puisqu'on  doit  avoir  a  la  fois 

3(ll  -h  2W2)  =—  e2Y}a(«-HOa)  tfUj 


OU 

A  = 


ce  qui  implique 

e2 

On  prouvera  plus  tard  (n°  108)  que  Ton  a 


suivant  que  le  coefficient  de  i  dans  —  est  positif  ou  n^gatif. 


Quoi  qu'il  en  soit,  dans  le  seul  cas  d'abord  exclu,  celui  ou  m 
et  n  sont  pairs  a  la  fois,  la  quantity 


sera  un  multiple  de  2  TCI',  et  Ton  aura,  dans  ce  cas, 


On  a  done,  dans  tous  les  cas, 

(VIj)      C*(Z*-1-  2771  Wi-h  271  0)8)  =  (—  i)»«78+ffH 

93.  Ajoutons  encore  que,  de  la  double  pe*riodicite"  de  pu,  on 
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deduit  immediatement  celle  de  toutes  ses  derivees  pfu:  j/w,  ---- 
On  a  done 


(VI6)  P'(w4-  2mtt>i  -f-  2tt  o)3)  =  p'u. 

Si  Ton  fait  dans  cette  formule  u  =  —  o><  ,  m  =  i  ,  n  =  o,  on  a 


d'ailleurs,  puisque  la  fonction  pu  est  paire,  la  fonction  pfu  est 
impaire;  on  a  done 

P'CO!=—  p'cOi  =0, 

puisque  w,  n'est  pas  un  pole  de  pfu.  De  meme  j/o>2  =  o,  p'o>3  =3  o  : 
ainsi 


Le  lecteur  retrouvera  immediatement  ces  resultats  sur  1'egalit^ 


qui  donne,  par  exemple, 
i    ,     _ 

<P       i  ~ 


il  est  manifeste  que  le  second  membre  est  compose  de  termes 
egaux  et  de  signes  contraires  qui  se  detruisent  deux  a  deux.  On 
verra  de  meme  que  les  derivees  d'ordre  impair  de  la  fonction  pu 
s'annulent  pour  u=u>i7  co2,  co3.  La  formule  (VI6  bis")  pour 
a  =  i,  2?  3  se  irouve  ainsi  etablie  a  nouveau. 

La  p^riodicit^  de  pfu  est  d'ailleurs  mise  directement  en  evi- 
dence par  la  formule 


car  le  second  membre  ne  change  evidemment  pas  quand  on  change 
u  en  u-{-2,in{U){  -f-a/?{  o)3,  ou  m{  zln{  sont  deux  entiers  determi- 
nes quelconques  :  dire  que  Tindice  s  prend  toutes  les  valeurs 
2.*ft(o{  H~  2/10)3  ou  dire  que  $  —  2m1to1  —  27ijo>3  prend  toutes 
les  valeurs  27710^-4-  2/10)3,  c'est,  en  effet,  dire  exactement  la 
merae  chose,  et  la  somme  double  etant  absolument  convergente, 
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on  pent,  sans  changer  sa  valeur,  intervertir  a  volonte  1'ordre  de 
ses  termes. 

De  la  periodicite  de  pfu  ainsi  etablie  directement,  on  aurait  pu 
deduire  celle  de  pu  el,  par  suite,  les  formules  etablies  plus  haul 
pour  £(w  +  2/ncOi  -f-  2/ito3)  et  d(u  +  2  wto,  H-  2/ico3).  En  effet, 
de  Fegalite 


par  exemple,  on  deduit,  en  integrant, 

=  p  K4-  C, 


ou  c  est  une  constante;  si  Von  pose  u  =  —  coi?  cette  derniere 

formule  devient 

p(—  o>i  )  -4-  c; 


on  en  conclut  que  c  =  o,  car  £>&  est  une  fonction  paire  et  COH  n'est 
pas  un  pole  de  pu. 

De  meme,  la  relation  'y 


donne,  en  integrant, 


c  est  encore  la  constante  d'integration,  dont  on  trouve  la  valeur 
a^co^  en  supposant  u  =  —  co1  et  en  se  rappelant  que  £  w  est  une 
fonction  impaire.  Enfin,  en  integrant  liquation  differentielle 


--!  ^lj 

on  trouve 


et  Ton  trouve  c  =  to<  en  supposant  encore  u  =  — 

Ajoutons  que  les  p^riodes  20)4,  2co3  constituent  un  couple  de 


s  primitives  pour  la  fonction  pu\  en  effet,  puisque  o  est 
un  pole  de  cette  fonction,  toute  periode  de  pu  doit  aussi  £tre  un 
p6le;  or  la  serie  qui  definit  pu  montre  qu'il  n'y  a  pas  d'autres 
poles  que  les  nombres  s  congrus  ^  z6ro,  modulis  20)15  a<o3. 

Le  parallelogramme  que  nous  avons  d^sign^  comme  premier 
peut  done  aussi  etre  de"signe  sous  le  nom  de  primitif. 

Nous  avons  ainsi  6tabli,  sur  leur  definition  meme,  quelques- 
unes  des  propri^t6s  fondamentales  des  fonctions  tfw,  ^,  pu. 
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II.  —  Premieres  relations  enfre  les  fonctions  o'w,  £&,  $u,  p'u. 

94.  Nous  allons  maintenant  faire  ime  courle  digression  pour 
etablir  entre  ces  fonctions  quelques  relations  plus  cachees,  mais 
de  la  plus  haute  importance.  A  la  verite,  nous  aurons  occasion 
plus  tard  deretrouver  ces  relations  par  une  voie  peut-etre  plus 
naturelle,  et  comme  consequence  immediate  de  Papplication  aux 
fonctions  doublement  periodiques  du  theoreme  fondamental  de 
Cauchy  sur  les  integrates  de  fonctions  d'une  variable  imaginaire 
prises  le  long-  d'un  contour,  mais  il  nous  sera  commode,  quand 
nous  continuerons  P  etude  directe  de  la  fonction  a1,  d  'avoir  ces 
relations,  afin  de  pouvoir  ecrire  nos  formules  sous  une  forme 
plus  definitive;  les  nombreuses  propositions  de  la  theorie  des 
fonctions  elliptiques,  d'une  part,  se  groupent,  comme  le  verra  le 
lecteur,  autour  d'tm  petit  nombre  de  principes,  et,  de  1'autre, 
se  penetrent  mutuellement  :  la  digression  que  nous  allons  faire 
evitera  des  repetitions  et  des  renvois  fatigants;  elle  aura  d'ailleurs 
Pavantage  de  montrer  immediatement  au  lecteur  le  lien  des  fonc- 
tions que  nous  venons  d'introduire,  d'apres  M.  Weierstrass,  avec 
des  questions  qui  lui  sont  certainement  familieres. 

C'est  tout  d'abord  une  relation,  analogue  a  la  formule 

i      __  sin  (a  -f-  &)  sin  (a  —  #) 


___       __ 
sin2  a?       sm^a  si  a2  x  sin2  a 

que  nous  allons  etablir.  La  fonction  rfwjoue,  a  certains  e 
le  m^me  role  que  la  fonction 


dont  la  derivee  logarithmique  admet  pour  de*rivee 


de  meme  que  Ja  d&rive'e  de  la  d^rivee  logarithmique  de  du  est 
—  pu. 
Les  deux  fonctions  de  a 

pu-pa, 

^        ^    ' 
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se  rapprochent  naturellement  Tune  de  Pautre;  tout  d'abord,  elles 
sonttoutes  les  deux  doublement  pe*riodiques,  avec  les  periodes 
2to<  ,  2(t>3?  ainsiqu'il  r^sulte,  pour  la  seconde,  de  laformule  (VIj), 
qui  montre  que,  si  Ton  remplace  u  par  ?^-f-2coa,  le  produit 
d(u  -f-  a]  d(u  —  a)  se  reproduit  multiplie"  par  le  facteur 


exactement  comme  d'2u.  D'ailleurs,  des  deux  fonctions  conside- 
rees,  la  premiere  pu  —  pa  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  qui 
annulent  le  nuraerateur  de  la  seconde,  et,  ce  qui  importe 
surtout  dans  la  demonstration  qui  va  suivre,  les  poles  des  denx 
fonctions  sont  les  memes  avec  les  memes  ordres  de  multiplicite  ; 
ce  sont  les  nombres  5,  qui  tous  sont  des  poles  doubles  pour  les 
deux  fonctions;  aux  environs  du  p6le  o,  la  fonctlon  pu  —  pa  se 
presente  sous  la  forme 


d'un  autre  cote,  le  produit  d(a  -{-  u}tf(a  —  11)  est  le  prod  ait  des 

deux  series 

u    ,          ifi     ., 

tf  a  H  --  tf  a  H  --  tf  a  -h,  ,  .  , 
i  i.  a  ' 

cfa  --  of'  'a  H  --  tf"a  -f-  .  .  .  ; 
i  i.  a 

les  premiers  termes  de  son  developpement  suivant  les  puissances 
de  u  sont  done 


d'ailleurs  le  de"veloppement  de  d*u  commence  par  un  terme  en  w2, 
avec  le  coefficient  un,  puisque  celui  de  da  commence  par  le 
terme  u  :  on  a  done,  dans  le  voisinage  du  p6le  o, 


par  consequent,  la  difference 

u)3(a  —  u) 


est  re*guli&re  aux  environs  du  point  o;  comme  c'est  une  fonction 
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doublement  periodique,  qui  admet  pour  periode  Tun  quelconque 
des  nombres  s,  qui  ne  peut  pas  avoir  d'autres  poles  que  ces  nom- 
bres, et  que  tout  se  passe  autour  de  ces  points  comme  aulour  du 
point  o,  il  est  clair  qu'elle  est  reguliere  en  tout  point  a  distance 
finie  ;  c'est  done,  en  vertu  du  theoreme  fondamental  de  Liouville, 
une  constante,  et  cette  constante  est  nulle,  comme  on  s'en  assure 
en  supposant  it  =  a]  on  a  done 

,,7TT  ,  ^( 

(VII,)  pu^pa  =  - 

c'est  la  premiere  relation  que  nous  voulions  elablir. 

93.  Elle  montre  tout  d'abord  que  1'  equation 

p  u  —  pa  =  o 
n'admet  pas  d'autres  solutions  que  celles  des  equations 

c'(w-ha)  =  o,        tf(u  —  a)  =  o, 
c'est-a-dire  que  les  valeurs  de  u  donnees  par  la  formula 


on  d^duit  de  la  sans  peine  une  seconde  demonstration  de  ce  que 
2  co!,  aco3  constituent  un  couple  de  periodes  primitives  pour  la 
fonction  doublement  periodique  pu. 

Remarquons  encore  que  les  trois  nombres  jDcoi7  J30)2,  JDO)3,  qui 
joueront  dans  la  theorie  un  role  essentiel  et  que  nous  d^signerons 
respectivement  par  e^  e%,  e%,  sont  differents;  si  Ton  avait,  par 
exemple, 


on  devrait  avoir 

±r  coj  »  wt  4-  co3    (modd.  2w1? 

or  ces  congruences  entrainent  toutes  deux  la  suivante 

0)3==  o    (model.  200!,  2to3), 
qui  est  impossible. 

96.  La  relation  (VII4)  conduit  immediatement  a  une  relation 
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tres  importante,  qui  resulte  de  TidentiLe  evidente 

(B-G)(D-A)-h(G-A)(D-B)-h(A  —  B)(D-G)  =  o. 

En  designant  par  a,  6,  c,  u  des  nombres  quelconques  dont  nous 
snpposerons  d'abord  qu'aucun  n'est  congru  a  zero  modulis 
aco3  et  en  posant 

A  —  pa,        B  =  pb,        C=pc,        D  =  pu, 
on  a 


(pa  —  pa)(p&  —  pc)-t-(pM  —  p&)(pc  —  pa) 


=  o. 


En  remplacant  les  quantites  p  z^  —  pa,  p  b  —  pc,  ...  par 


a"1  u  c;"2  a  '  tf2  6  a12  c 

et  multiplianl  par  d-ud-ad-b^c,  il  vient 


Le  premier  membre  de  cette  <%alil6,  etant  ^videmment  une 
fonction  continue  des  quantites  M,  a,  6,  c  et  restant  nul  lors- 
que  quelqu'une  de  ces  quantites  s'approche  de  Tun  des  nom- 
bres congrus  a  zero  modulis  2co1?  2a>3,  est  necessairement  nul 
encore  lorsqu'on  atteint  cette  limite,  L'^galitd  (VII2)  a  done  lieu, 
quels  qne  soient  les  nombres  w,  a,  b,  c. 

Gette  belle  identic  offre  ceci  de  remarquable  qu'elle  caracte- 
rise  la  fonction  du]  d'une  fagon  plus  precise,  il  n'existe  pas 
d'autre  fonction  transcendante  entire  que  la  fonction  du  dont 
la  d^riv^e  se  re"duise  a  t  pour  u  =  o  et  qui  jouisse  de  la  propri^t^ 
qu'exprime  I'egalil6  (VII2)5  nous  renverrons  pour  la  d&nonstra- 
tion  de  ce  theoreme,  dont  nous  ne  ferons  pas  usage,  -au  Traite 
desfonctions  elliptiques  de  Halphen,  t.  I,  p.  187. 

97.  En  prenantla  deriv<§e  logarithmique  des  deux  membres  de 
la  formule  (VIIj),  successivement  par  rapport  a  u  et  par  rapport 
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a  a,  on  obtient  les  relations 


r~~r  =  ?(«+  w)-K(«  — 

(T^  (T 

qui,  par  addition  et  soustraction,  donnent 

P'u  +  p'a  ^  ag(tt±g) 
pu  —  pa  v  ' 

formule  que  Ton  ecrit  habituelleinent 

(VII,)  C(B=ha)  =  Z;(a) 

^  ;      ^^    y 


2   pw  —  pa 


et  qui  porte  le  nom  de  formule  d'  addition  de  la  fonclion  C- 
a,  en  particulier, 


En  prenant  la  derivee?  par  rapport  a  u,  de  la  relation  (VII3),  on 
obtient  dememela/o/^z^^  ^addition  relative  a  la  fonction  pu 


Dans  ces  formulas,  les  signes  superieurs  se  correspondent. 

98.  Nous  allons  encore  d^duire  de  la  relation  (VII<)  une  relation 
entre  pu  et  sa  d£rivee  p'u,  qui  nous  amenera,  dans  un  instant,  a 
ce  fait  capital  que  la  fonction  pu  verifie  une  equation  differen- 
tielle  tr^s  simple  du  premier  ordre. 

On  peut  6crire  la  relation  (  VII,  ) 


pic  —  pa  _      <y(M-h  a)  a*(w  —  a)  t 
~~~  u  —  a    ' 


en  faisant  tendre  u  vers  a  et  passant  a  la  linaite  pour  u  =  a,  on  a 
done,  quel  que  soit  a, 
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Or  la  formule  (Hi),  si  Ton  y  remplace  u  par  a&,  devient 


groupons  les  facteurs  ou  /??,  n  sont  pairs,  ceux  ou  m  est  impair 
et  n  pair,  ceux  ou  m  est  pair  et  n  impair,  ceux  ou  m  et  n  sont 
impairs;  en  tenant  compte  de  la  formule  (V^,  qui  donne?  pour 


n(- 


n        i      it* 


et  en  tenant  compte  aussi  de  la  relation  -t\{  +  7)2  +  ^3  =  o,  nous 
obtiendrons,  pour  la  valeur  de  d(iu),  1' expression 


On  a  done 

,  l    o^ci)!  ~f-  u)  oYtOoH-  M) 

p  &=— 2  " 


M  a"U)3  O1  U 

et,  par  suite,  en  changeant  u  en  —  u  et  en  remarquant  que  les 
fonctions  d  et  JD'  sont  impaires, 

7/' 

,  oYtOi —  &0    C^CtOe) —  w")    GVcOi^ —  Zi)     —{pWj-i-pWa  +  pWa} 

pf  u  —  —  ^ — -11 — e s  o-o- 

0  -r1  ..v        ^  •,,  ^-*  ,_v        —I-,,  -— '  .  v        ^  •, . 


En  multipliant  ces  deux  ^galites  I'une  par  I'autre  et  en  tenant 
compte  de  I'egalit6  (VII<)  pour  a  =  coa,  on  a  enfin 


Mais  les  deux  fonctions  pu  et  <pj  'u  sont  doublement  periodiques 
et  admettent  le  couple  de  p^riodes  (2toi?  2co3).  La  fonction  trans- 
cendante  enti&re 


doit  done  etre  aussi  doublement  p^riodiqne  d'apr^s  1'^galite 
c^dente;  elle  ne  peut  done  etre  qu'une  constante,  comme  on  le 
voit  directement  ou  comme  il  resulte  du  th^or&me  fondamental 
de  Liouville.  Or  ceci  exige  que  Ton  ait 
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Ainsi  la  fonction  pu  et  sa  deriv^e  p'u  sont  li^es  par  la  relation 


Nous  en  concluons,  en  posant 


que  la  fonction  de  w,  ^  =  JDW,  est  line  integrate  parliculifcre  de 
Fequation  diflerentielle  da  premier  ordre 


dont  1'integrale  generale  est  done  y  =  p(  u  +  c),  ou  c  est  une  con- 
stante  arbitraire.  En  prenant  pour 


celle  des  deux  determinations  de  cette  racine  qui  est  <%ale  a 
—  pfu,  nous  voyons  aussi  que  les  deux  variables  u  et  y  =  pu 
sont  li^es  par  la  relation 


Jy   V/4C7  — 

car,  pour  u  =  o,  on  a^  =  oo. 

99.  Avant  de  passer  a  un  autre  objet,  nous  allons  encore  de- 
duire  quelques  consequences  essentielles  de  Fequation  diff^ren- 
tielle  du  premier  ordre  a  laquelle  satisfait  pu. 

Et  d'abord  on  pent  ecrire  cette  Equation  differ  en  ti  ell  e 

p'^u  —  4p3w  +  4(62^-^-^3^1  -H«i^2)pw~  4  61^2^3- 

Remplagons  dans  les  deux  membres  puz\.p!u  par  leurs  de"velop- 
pements  en  series  donned  par  les  formules  (IV3)  et  (IV4),  que 
1'on  peut  Ecrire 


pf  u  =  —  -^  -+•  2  c2  u  H-  4  c3  w3  + . . .  H-  ( 2  r  —  2 ) 
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en  posant,  pour  abr^ger  (IVS), 


On  aura  alors 


•p3  M  =  -L  H — ^ 

6  2 


done,  en  egalant,  dans  les  deax  membres  de  Pequation  difFeren- 
tielle,  les  coefficients  de  - 
obtient  les  deux  relations 


tielle,  les  coefficients  de  -^  et  les  termes  independants  de  u,  on 


d'ou  Ton  deduit 

_  _        es  „         -  ^C0 


~, 
j? 

ce  qui  permet  d'ecrire  1'equation  difFerenlielle  sous  la  forme  (1) 
'2  u  =  4P3  M  — 


100.  En  prenant  les  d^riv^es  par  rapport  a  u  et  en  divisant  par 
/M,  on  tire  de  cette  Equation 


(»)  Comparez  EISENSTEIN,  Zoc.  ciiv  p.  286.  Les  fonnules  (5)  et  (6)  sont  iden- 
tiques  ^  nos  formules  (VII6)  et  (VIIS).  Kronecker  a  propos6  rdcemment,  pour 
honorer  la  m^moire  d'Eisenstein,  d'^crire  en  (u)  au  lieu  de  p  u,  le  symbole  en 
6tant  form6  au  moyen  de  la  premiere  et  de  la  derniere  lettre  d'Eisenstein.  Nous 
conserverons  la  notation  de  M.  Weierstrass,  qui  a  fait  connaitre  le  r61e  et  la 
place  de  la  fonction  pu  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  :  cette  notation, 
d'ailleurs,  est  aujourd'hui  universellement  adopt6e. 
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En  prenant  les  d&riv6es  encore  une  fois,  on  a 


et  Ton  peut  continuer  ainsi  et  obtenir,  en  tenant  compte  chaque 
fois  des  Equations  pr^dentes,  les  d^riv^es  successives  de  pu  en 
fonction  de  pu  et  de  pfu.  On  apergoit  sans  peine  que  ces  fonc- 
tions  sont  rationnelles  entieres  en  p  u  et  p'u  ;  on  peut  meme  mon- 
trer  que  les  d^rivees  d'ordre  pair  de  pu  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles emigres  de  pu  seulement  et  que  les  d&riv£es  d'ordre 
impair  de  pu  sont  £gales  au  produit  de  p'u  par  une  fonction  ra- 
tionnelle  entire  de  pu  seulement. 

Ce  r^sultat,  en  effet,  se  v^rifie  de  suite  sur  les  formules  prec^- 
dentes  pour  les  d6riv6es  seconde  et  troisieme;  il  se  demontre 
ensuite  par  induction,  sans  aucune  difficult^. 

101.  Liquation  (VII7)  permet  d'obtenir  sans  peine,  par  des 
calculs  successifs,  les  coefficients  c4,  C5,  .  .  .  ,  cr,  .  .  .  au  moyen  des 
deux  coefficients 

#2  ff* 

C2  =  ro'     C3  =  ^' 

En  remplagant,  en  effet,  j/  u  et  p-u  par  leurs  developpements  en 
s6rie,  on  trouve,  apres  quelques  reductions  faciles,  en  egalant 
dans  les  deux,  membres  les  coefficients  de  w2r~4,  la  relation 


(r  —  3)(ar-t-i)c,.=  3  ctcr-t        (r  =  4,  5,  6,  ...)• 

/  =  2 

On  reconnait  en  particulier  que,  comme  on  1'avait  annonce  au 
commencement,  tous  ces  coefficients  sont  des  fonctions  enti&res 
a  coefficients  rationnels  de  g*  et  de  g3  et  que,  par  consequent, 
toutes  les  sommes  telles  que 


ou  /*  est  un  entier  plus  grand  que  3,  s'expriment  par  des  fonctions 
enti&res,  a  coefficients  rationnels,  au  mojen  des  sommes 

20   ! 
?' 
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Lorsqu'on  se  donne  o)<,  o>3,  ces  deux  dernieres  sommes,  ou,  ce 
qui  revient  au  m6me,  Jes  quantity's  g%  et  g$  sont  determines 
sans  ambigui'L^. 

Nous  montrerons  plus  tard  que,  inversement,  si  Ton  se  donne 
les  quantite's  g*  et  £-3,  telles  toutefois  que  les  racines  e^  £2>  £3  de 
1'equation 


soient  diff^rentes,  c'est-a-dire  telles  que  le  discriminant 


de  cette  Equation  du   troisieme  degr£   soil  different  de  zero,   il 
existe  deux  nombres  (Oj  et  io3  qui  verifient  les  equations  (IV5) 


et  tels  que  le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  ~  soil  different  de 

zero  (et  meme  positif).  La  fonction  J3W,  formee  avec  ces  quantity's 
2  co1  ,  2  o>3,  satisfera  manifeslement  a  Tequation  differentielle  (VII6); 
elle  sera,  dans  le  voisinage  du  point  z^ro,  represent^e  par  une 
serie  de  la  forme 

—  -+-  c2  w2  -h  c3  u1*  -4-  .  .  .  , 

et,  comme  on  vient  de  verifier  que  les  coefficients,  e2,  ^a?  •••» 
cr,  ...  sont  entierement  determine's  par  g<±  et  ^3,  on  voit  que 
ces  coefficients  g2  et  g^  determinent  sans  ambiguit^  la  fonclion 
pw,  bien  que,  a  la  verit^,  les  Equations  (1V5)  admettent  une  infi- 

de  solutions  w0  w3. 
Cette  remarque  justifie  la  notation 


pour  repre'senter  la  fonction  ainsi  de'termine'e.  La  fonction  £w 
est  d'ailleurs  entierement  d^termin^e  dans  les  me'mes  conditions^ 
puisqu'on  doit  avoir,  dans  le  voisinage  du  point  z£ro, 


T.  et  M.  —  I. 
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Enfm  la  fonction  tfu  est  aussi  d6termine*e  sans  ambiguite*  par  les 

conditions 

i    dtfu      „  .,   N 

___=?tt,  ,(0),0, 

d'oili  1'on  tire  successivement 


tfM  =  W  —    ^-U*—  -—Hi  --  -™V 
240  840  lbl28o 

en  sorte  que  Ton  pourra  employer  les  notations 


pour  representer  sans  ambiguite*  ces  fonctions. 

102.  Les  equations  d'homoge'n&te'  (III)  prennent  une  forme  un 
pen  differente  avec  ces  nouvelles  notations.  En  effet,  quand  on  mul- 
tiplie  c^  et  a>3  par  a,  les  nombres  g%  et  g$,  en  vertu  de  leurs  d£fini- 

tions  (IV5),  sont  multiplies  respectivement  par  —  >  — -  :  on  aura 
done 

(0 

(VIIJ) 


On  observera  que  cette  derniere  relation  se  lit  en  quelque  sorte 
sur  liquation  diff^rentielle 


La  fonction 


doit  en  effet  verifier  Tequation  diff^rentielle 


LA,  FONCTION   3  U  ET  LES  FONCT10KS   QUI  EN  DtiHIYBNT.  179 

Oil 


qui  s'obtient  en  changeant  dans  (VII6)  pu  en  a2©;  ces  deux 
fonctions  doivent  done  £tre  identiques,  puisque,  dans  le  voisinage 
du  point  z6ro,  leurs  d^veloppements  suivant  les  puissances  de  u 

doivent  commencer  tous  deux  par  un  terme  en  —  -• 

v  u2 

103.  La  m^thode  prec^demment  expos^e  nous  fournit  le  moyen 
d'avoir  autant  de  termes  que  Ton  veut  dans  les  d^veloppements 
de  rfw,  £M  --  >  pu  --  -  en  series  entities  en  w,  chacun  de  ces 
termes  etant  exprime  en  fonction  entiere  de  g*  et  de  g$.  II  est 
utile  d'avoir  les  premiers  termes  de  ces  developpements,  dont  on 
verra  plus  tard  1'usage  frequent.  Nous  transcrivons  ci-dessous  ces 
premiers  termes 

--  -1          -- 


On  rappelle  que  les  deux  derniers  d^veloppements  ne  sont  con- 
vergents  qu'aux  environs  du  point  zero. 

Le  lecteur  rapprochera  naturellement  ces  formules  des  for- 
mules  (IV). 

III.  —  Representation  de  O'M  par  un  produit  inflni 
a  simple  entree. 

104.  Nous  allons  maintenant  reprendre  Tetude  directe  de  la 
fonction  du  et  chercher  a  transformer  le  produit  infmi  a  double 
entree,  qui  ddfinit  rfw,  en  produits  infinis  a  simple  entree. 

Supposons  n  different  de  z^ro  et  d^signons  par  Pn  le  produit 
de  tous  les  facteurs  primaires  de  du  pour  lesquels  n  a  la  m£me 
valeur.  Un  de  ces  facteurs 
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ou  s  =  am&>4  4-  2/1103,  est  le  produit  des  deux  quan tills 


or  les  deux  produits  infinis  que  Ton  oblient  en  prenant  respecti- 
vement  pour  facteurs  ces  deux  quantity's,  ovi  m  prend  toutes  les 
valeurs  entires  de  —  oo  a  -f-oo,  sont  ^videmment  convergents, 
Le  premier  produit 

-i-    \  -4s) 


m=4-<» 

:  / 
i  — 


m  =  —t» 


to  3 

-f"  /I  — 


d'apres  la  formule  (I4),    ou    Ton   remplace   u  par  ^-  et  a  par 


2/1103  — 


gin7r 


Le  second  est  egal  a  une  puissance  de  e  dont  1'exposant  est 


quantite'  qui,  en  raison  de  la  forrnule  (I8),  esl  egale  a 


On  aura  done 


p    -5  -  !  -  e 


1^  cone—  f 
ico.         to, 


11  reste  a  effecluer  le  produit  des  facteurs  primaires  ou  /?  =  o. 
Ce  produit 
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est  6gal  au  produit  des  deux  produits  coDvergents 


•n- 
TT 

JLJl 


H    \       simr- 


et 

7/* 


n 

d'ailleurs(n°69) 


•('; 


e  =  e 


done 

sirnt  - 
Po= 


\insi 


ou  Pn  est  suppose  remplace  par  sa  valeur  (Hablie  plus  haut.  Cette 
forinule,  ayant  ete  obtenue  uniquement  en  groupant  les  facteurs 
du  produit  iufini  qui  definit  ctit,  est  valable  quel  que  soit  ?/;  le 
produit  infini  a  simple  entree  est  absoluinent  convergent  et  Ton 
peut  en  prendre  la  derivee  logarithmique. 
Comme  la  derivee  logarithmique  de  P«  est 

TU  U —  2710)3  IT  7lt03  1T2M  I 

—  cotu 1 cotTt h  - — j  r~~> 

sin'it 

on  aura,  en  d^signant  cetle  expression  par  Qrt, 


IT  W 

rn cotrc 

12     0)f  20)!  20)! 


Celte  derniire  formule  aurait  pu  6tre  d^duite  tres  aise'ment  de  la 
formula  (IIa)  en  groupant  ensemble  les  termes  qui  correspondent 
&  une  m6me  valeur  de  n.  On  peut  prendre  la  d6riv£e  de  la  serie 
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qui  figure  au  second  membre,  terme  par  terms.  Si  done  on  pose 

R  =_£^==J!!  __  1  ___  gL         i 

dw        4toJ    .        w  —  2rttos       4<*>?    .  .  ' 

1  sm*Tc  -  -  *  sm*Tc 

2O>i 

on  aura 

I      It*  I    TT*  I 


On  parviendrait  d'ailleurs  a  cette  derntere  formule  par  un  grou- 
pement  convenable  des  termes  dans  le  second  membre  de  liqua- 
tion (II3). 

105.  Ces  formules  se  simplifient;  cela  r^sulte  de  ce  que  la  serie 


.  0          3 

n          Sin2  IT  -  - 


est  convergente,  parce  que  le  rapport  —  est  imaginaire. 

Si,  en  effet,  a  et  b  sont  des  nombres  r^els  dont  le  dernier  n'est 
pas  nu),  on  a 


.    ,          ,  .x  e~h  —  e~iaeb 

sm(a  -h  bi)  =  -  ;  -  ; 


done,  puisque  les  valeurs  absolues  des  quantites 

eia  £—b  e~ia  e*> 

2  i  ii 

sont 


et  que  la  valeur  absolue  d'une  somme  de  deux  termes  est  plus 
grande  que  la  difference  des  valeurs   absolues  de  ces  termes, 

|  sin(a H-  bi)  \  est  sup^rieure  &  e  ~~e —  si  b  est  positif,  a  —     ~g — 
si  b  est  n^gatif ;  on  a  done  toujours 

b         6* 


^   1.2.3     '    ' 

Si  done  on  d£signe  par  (3  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  i 
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dans 


on  aura 


cot 


et,  par  consequent,  la  s^rie  consid^e  est  absolument  conver- 
gente. 

106.  Ceci  pos£,  consid^rons  la  valeur  de  tfu.  Puisque  P^  est  le 
produit  des  deux  quantites 


sinir  - 

0)1 


et  que  le  produit  infini 


jj1^8"1-'1"^^.1"1  -  -"C 

n 

est  absolument  convergent  et  n'a  pas  une  valeur  nulle,  il  faut  que 
le  produit  infini 

n 


sirnr 

tot 


soit  lui-m^me  convergent  et  £gal  a 


8(01  7    8ln«ir"^5  TT(f) 

e  "><  J[|     P«. 

n 

Si  d'ailleurs,  dans  ce  produit  infini,  on  grotipe  ensemble  les 
termes  pour  lesquels  n  a  des  valeurs  ^gales  et  de  signes  contraires 
et  si  Ton  tient  compte  de  Pidentitd 


.                    —  u        .  .      u         .  m    nu>3 
SHUT smn =  sin*ir sm*it — ^> 
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on  voit  qu'il  prend  la  forme 


«=-r        sin'*—  1 

Hi ™L 
I                  .     ,       /K*>8    I 
•=«  L   sin  "^J 


o£i  le  caract^re  de  convergence  absolue  est  manifeste,  puisque  la 
s^rie 


est  absolument  convergente. 
On  a  done  finalement 

^20), 

(Xi)  rfa  =  c*wi  ^ilsin 

V      17 


•n[' 


sin2-*— 


sin2?: 
L 

ou  Ton  a  pos6,  pour  abr£ger, 


it»    fr       v         i 

731  =  ^      6  +  2*~. 

L    - Sin27r 


V-**)  "  «,.,.      I     K  ^L-l  n(03 


Le  lecteur  rapprochera  naturellement  la  formule  qu'on  vienl 
de  trouverpour  du  de  la  formule  d'Euler  qui  donne  smx  sous 
forme  de  produit  infini. 

On  aura  de 


/v    s     -  ll^  71  -rtW  7 

(X,)    JM  =  J1~H  --  COt  --  1  --   >          COtTT  --  h  COtTU 

V      Z/     * 


Si,  dans  I'avant-derni^re  formule,  on  fait  w  =  o>0  on  trouve 


en  remarquant  que,  pour  deux  indices  n  £gaux  et  de  signes  con- 


traires,  les  termes  sous  le  signe  ^    sont  a^ors  ^gaux  et  de  signes 
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contraires.  Ceci  montre  que  la  quantit^  TH,  d^finie  par  la  for- 
mule  (X4),  est  Lien  la  mime  que  celle  que  Ton  a  d<§finie  plus  haul 
par  la  formule  (VI4). 

107.  On  peut,  dans  les  formules  (X),  ^changer  to,  et  u>8,  ce 
qui  reviendrait  d'ailleurs  a  grouper,  dans  le  produit  infini  ou  les 
series  qui  ont  servi  de  definition  primitive,  les  facteurs  ou  les 
Lermes  pour  lesquels  m  est  le  mSme;  t\{  doit  alors  £tre  remplac6 
par 


[n-*>  -, 

i  +  y i 1. 
f»               '                  /         .                                                         »l      »     V  I 

D                ^Bl          •       n            /t  WJ]        I 
w  =  1    Sin2TT I 
W3    J 


Les  formules  (VI),  relatives  aux  changements  que  produit  dans 
les  fonctions  o'w,  £w,  pu  Taddilion  de  20)4  ou  2a>3  a  Targument, 
ont  el<*  obtenues  dans  le  n°  98  par  une  voie  d^tourn^e;  il  importe 
de  remarquer  qu'elles  se  lisent  en  quelque  sorle  directement  sur 
les  formes  (X)  donnees  a  ces  fonctions  et  sur  celles  qui  s'en  de- 
duisent  en  changeant  co{  en  o>3,  en  sorte  qu'un  groupement,  d'ail- 
leurs  bien  naturel,  des  facteurs  primaires  de  du  met  en  Evidence 
ces  propriet^s  fondamentales. 

108.   Si,  dans  la  formule  (X2),  on  fail  u  =  w,,  on  Irouve 


TT  7TOD3  IT       A 

r     —  H  --  cot  -  -   H  --  A, 

'  CO!  <20)J  2U)j  2Wj 

en  posant,  pour  abr^ger, 

^rs('H         ira>-i  ^^3 

A=>  COt  -  -  (I  —  2»)  -h  COt  -  27* 

W 


la  seconde  valeur  de  A  s'obtienl,  en  effet,  en  prenant  la  demi- 
somme  de  la  premiere  et  de  celle  qu'on  en  d^duit  en  y  changeant 
n  en  —  n. 

On  a  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  en  faisant  la  somme  des  n 
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premiers  termes  dans  la  seconde  expression, 

A  1«  F        '      ^^S   /  ^ 

A=  lim    cot  —  -(i-f-a/O—-  cot 
/i=«oL       *wi 

Or  si,  en  design  ant  par  a  et  b  des  nombres  rdels,  on  suppose 


,  . 

=  a  -4-  bi, 

20)! 

on  aura,  h  £tant  un  entier  positif, 

tehal  e-hb-e-hai  ehb 

COt  A  (a  4-  0l)  =  t 
v  x 

et  il  est  manifesle  que,  lorsque  h  augmente  ind^finiment  par  va- 
leurs  positives,  le  second  membre  tend  vers  —  /  on  vers  -f-  1,  se- 
lon  que  b  est  positif  on  n^gatif  ;  on  a  done,  suivant  les  cas, 


et,  par  suite,  comme  on  1'avait  annonce  (n°  92), 


suivant  que  la  partie  r^elle  de  ~  est  positive  ou  negative. 

109.  Nous  nous  servirons  de  la  formule  (X3)  pour  verifier  di- 
rectement  I'identit^  ddmontr^e  d^ja  au  n°  104 

P  0),  -f-  p  tUj  4r  p  0>3  =  0, 

que  Ton  retrouvera  encore  plus  tard  par  une  autre  voie. 
On  trouve  de  suite 


+  1)^-'      ' 

2<"lJ 
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Les  deux  d emigres  sommes  prises  ensemble  donnent 
X?  i  V  4 


n     sin*(2AH-  l)  — :  COS*(27l  -+•  l) *  n     sin*(2/l-hl) 

2(*>!  2tOi  tOj 

D'un  autre  c6te,  ^crivons  la  formule  (X4)  sous  la  forme 

rj!  = 


**  n  t  y('>      i     1. 

cot      3        A       .   ,     wcoj  I  f 

n         Sin2/l 

L  wi  J 


si  nous  observons  qu'on  a,  en  s^parant  les  termes  ou  n  est  pair 
de  ceux  ou  n  est  impair, 


. 
sin2  /i 

0)1 

et  que,  a  cause  de  1'identite 


ir_i_+_j_i 

L       wi  wi  J 


et  de  la  convergence  des  series  employees,  on  a 


il  vient,  en  rempla^ant  dans  Texpression  de  y >  mul- 

n       sin2n-^~ 

tipliant  par  4  et  reunissant  les  deux  series  a  termes  identiques, 

'^g\^=2^,^IL    '  --> 

done 

*»  r»v     i      ,4 


En  substituant  cette  valeur  de  ri<  dans  Texpression  trouv^e  plus 
haul  pour  po)«  4-pa).i-f- pd>3,  on  voit  de  suite  que  cette  somme 
est  nulle. 
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IV.  —  Lea  cof  emotions  tfi 

HO.  A  la  fonction  rfw,  il  convient,  pour  la  commodit^  des  no- 
tations, d'adjoindre  trois  aulres  fonctions  tft  u,  0*2  M,  d$u  qui 
jouenl,  par  rapport  a  rfw,  le  r61e  que  le  cosinus  joue  par  rapport 
au  sinus. 

En  d£signant  par  a  Tun  quelconque  des  trois  nombres  i,  2,  3, 
nous  poserons  (*) 


Ces  fonctions  sont  d£finies  de  mani£re  que  toutes  trois  se  r6- 
duisent  &  i  pour  u  =  o.  Elles  sont  toutes  trois  des  fonctions 
paires;  les  egalit^s 

e-i\*u<t(u  H-o)a)  ==  e"0a«c'(a>a--  w), 
qui  mettent  ce  fait  en  evidence,  r^sultent  immediatement  des 


(»)  Dans  ses  recherches  fondamentales  sur  les  fonctions  elliptiques,  M.  Her- 
mite  a  d^signd  des  fonclions  admettant  les  m£rnes  zeros  que  les  trois  cofonctions 
0*3  M,  en  aflectant  d'un  indice  double  la  fonction  qu'il  considcre.  Cette  notation, 
qui  offre,  elle  aussi,  de  grands  avantages,  a  dto  appliquee  par  M.  Klein  a  la  fonc- 
tion <xu  (Abhandlungen  der  koniglichen  sachsischen  Gesellschajt  der  Wis- 
senschaften,  t.  XIII;  i885).  Vroyez  aussi  les  Vorlesungen  iiber  die  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  du  m6me  auteur.  II  convient  de  pre"  venir  le  lecteur 
qui  voudra  lire  les  beaux  travaux  de  M.  Klein  que  les  quantity's  qu'il  designe  par  to,, 
<ot,  TJI?  i\^  sont  celles  que  nous  d^signons  par  2^,  2tos,  27),,  2r,3. 

On  passe  des  fonctions  ^00w,  J'^w,  o*10«,  yitu  dc  M.  Klein  aux  fonctions  crw, 
o*tM,  o'.w,  arcade  M.  Weierstrass  ^  Taide  des-  relations 


Inversement,  dans  DOS  notations,  on  a,  en  desigaant  par  ),,  u,,  soit  o,  soit 


Dans  son  excellent  Ouvrage,  Elliptische  Funktionen  und  algebraische  Zah- 
len,  M.  Weber  conserve  la  notation  <*u  et  adopte  des  notations  a  double  indice 
pour  les  trois  cofonctions  de  M.  Weierstrass  elles-m£mes.  Ses  trois  fonctions 


sont  les  trois  fonctions  o\u,  o^u,  &tu  prises  dans  le  meme  ordre. 
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en  y  remplagant  u  par  «  —  o>a  et  en  se  rappelant  que  la  fonction 
iu  est  impaire. 

Les  cUriv^es  logarithmiques  de  ces  trois  fonctions,  que  nous 
d^signerons  par  £a(w),  sont  des  fonctions  impaires  et  s'annulent 
pour  u  =  o.  Elles  peuvent  £tre  denies  par  les  formules 

(XI2)  ?a"  =  ?("-+-  Wa)  —  *ia        (a  =  1,2,  3). 


Les  derivees  des  fonctions  Ca(^)>  changees  de  signe,  ne  sont 
autre  chose  que  les  fonctions 


On  montrera  tout  a  1'heure  que  p(u  -j-  wa)  s'exprime  rationnelle- 
ment  an  moyen  de  f>u. 

.     111.   Nous  allons  d'abord  ,  par   quelques  exemples,   montrer 
1'utilit^  de  ces  notations. 

Envisageons,  par  exemple,  ['expression  trouvee  pour  o*(2w)  an 

n°98.  Elle  pourra  s'^crire  niaintenant 

% 

(XI3)  G*('2  u)  =  '2  ctu^i  war's  wo'j  u. 

De  meme,  1'expression  oblenue  dans  le  meme  n°  98  pour  pr  u 
peut,  en  tenant  compte  des  ^galites 


-r-  €3  =  O, 

s'ecrire 

,  3*1  W    3*2  M    3*3  W 

~ 


De  meme  encore,  la  relation  (VII,),  pour  ct=  toa,  pourra  s'c- 
crire  maintenant 

/  "V  r    \  v\  u          f>      &__.    . 

\-f\-t  4  )  J-*  I*  "~~  C(X  —   "3«»        ^ 

et  nous  pourrons,  a  Paide  de  cette  relation,  s^parer  nettement  les 
deux  racines  carries  de  pu  —  £a  et»  Par  suite,  les  racines  carries 
des  six  differences  des  nombres  e^  e^  e$,  ce  qui  nous  sera  bien- 
t6t  tr^s  utile. 
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Nous  conviendrons  de  designer  par 


/pw— 
la  fonction  univoque  de  u 


En  faisant  u  =  cop  dans  la  formule 
(XI.) 

on  a  done  aussi 
(XI.) 

Au  moyen  des  relations  (IV),  nous  pouvons  trouver  maintc- 
nant  autant  de  termes  que  nous  voudrons  dans  le  d^veloppement 
des  fonctions  d^u  en  series  enti&res  en  u.  En  extrayant  la  racine 
carree  de  pu  —  eat  de  maniere  que  la  fonction  tfau  donn£e  par 

la  formule 

\  =  crw  i 


soil  6gale  a  +  i  pour  M  =  o,  on  aura  facilement 
(XI,)  <j'a«=i- 


mais  on  n'apergoil  pas,  par  cette  methode,  la  loi  de  formation  des 
coefficients. 

112,  Nous  allons  maintenant  developper  pour  les  trois  co- 
fonctions  des  formulas  analogues  a  celles  que  nous  avons  dej& 
obtenues  pour  la  fonction  du.  Ces  formules  r£sultent  imm6diate- 
mentdes  definitions,  des  formules  (VI<_4),  (VII,),  (VII4),  (XI,) 
et  (XT2).  Pour  simplifier  1'gcriture,  nous  ferons,  une  fois  pour 
toutes,  la  convention  suivante  : 

Les  trois  indices  a,  (3,  y  d£signeront  toujours  les  trois  nombres 
entiers  i,  2,  3,  pris  dans  un  ordre  quelconque,  de  sorte  que  Fun 
des  trois  indices  a,  (5,  y  soit  i,  que  1'autre  soit  2  et  que  celui  qui 
reste  soit  3.  Quand,  dans  une  formule,  figureront  deux  seule- 
ment  des  trois  indices  a,  p,  y,  on  pourra  donner  4  chacun  de  ces 
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deux  indices  Tune  quelconque  des  valeurs  i,  a,  3,  pourvu  qu'on 
ne  leur  donne  pas  la  m£me  valeur.  Enfin  quand,  dans  une  for- 
mula, ne  figurera  qu'un  seul  des  trois  indices  a,  (3,  y,  il  sera  en- 
tendu  que  cet  indice  pourra  prendre  Tune  quelconque  des  trois 
valeurs  i,  a,  3. 

Ceci  pos£,  voici  les  formules  annonc^es,  ou  les  signes  sup£- 
rieurs  se  correspondent  ainsi  que  les  signes  inf&rieurs  : 


(XHi) 


(XII,) 


4- 


^a  (  u  •+•  2  m  a>a  -+•  2  /HOD  4-  2  r  a>  y  ) 
—  f  _  i\nr+rm+mn+in  ^(m^y+nri 


(u±  toa)  —  ±:  e^*tt  j'co^tS'otW, 


'a(M±:  Wft)=— •  - — -e^iJ"- 

,  aV                    P;                 tfCOn, 

(  ^     ( 

(XIU)  W 

( t*( 

(XII.) 
(XII.) 


Les  formules  (XII, )  se  deduisent  de  la  definition  des  fonctions 
rfa«  (XI<)  en  supposant  u  =  coa,  w  =  top  et  en  se  rappelant  que 
rf(awa)  est  nul,  que  o>Y  est  ^gal  a  —  o>a~  top.  Parmi  les  for- 
mules (XII2),  la  premiere  r^sulte  des  formules(VI4);  la  deuxi&ne 
et  la  troisi^me  s'obtiennent  en  remplagant  dans  les  formules  (XI,) 
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u  par  u  4-  a  «oa  ou  u  -h  a  wp  et  en  r^duisant  au  moyen  des  for- 
mulas (VI«);  la  quatri£me  se  d&luit  de  la  formule  (VI2)  enyrem- 
placjmt  u  par  H-{-2/'o>2  et  en  re*duisant  au  moyen  de  la  for- 
mule (X6)  qui  monlre  que  chacune  des  quanlite"s  viafc>p  —  r;p(oa 
est  <$gale  a  db  —  •  En  changeant  dans  la  quatrteme  formule  (XII2) 
u  en  w-{-Ci>a,  on  oblient  aise"ment  la  cinquieme.  La  premiere 
formule  (XII3)  ne  differe  pas  de  la  definition  des  fonctions 
rfaw;  les  premieres  expressions  de  rfa(«  +  wa)?  ^(^H"10?)  s?en 
d^duisent  en  changeant  u  en  u  -4-  wa,  M  -f-  (Dp  et  r^duisant  an 
moyen  de  la  premiere  formule  (X112);  en  changeant  ensuite  u 
en  —  tf,  on  obtient  les  expressions  analogues  pour  rfa(w  —  coa), 
rfa(i/  —  cop).  La  seconde  expression  de  rfa(M±cop)  se  dlduit  de 
la  premiere  en  tenant  compte  de  la  seconde  formule  (XIlj);  en 
rempla^ant,  dans  cette  seconde  expression  de  rfa(w  —  cop),  u  par  top, 
on  obtient  une  equation  qui  ne  differe  que  par  les  notations  de  la 
premiere  formule  (XII6),  laquelle  permet  de  ramener  la  premiere 
des  expressions  de  rfa(w±:wa)  a  la  seconde.  Les  aulres  for- 
mules  (XIIfl)  s'obtiennent  en  remplagant  u  respectivement  parw^ 
et  wa  dans  les  expressions  de  <S(u  -\-  wa)j  ^a(  ^  +  wp)- 

113.  Remarquons  encore  que,  si  nous  remplac/ms  dans  Tex- 


pression  ^^,  obtenue  dans  le  numero  prudent  pour  v/^«— 
par  sa  valeur  tir^e  de  (XII,  ),  on  obtient  la  relation 


Si  Ton  compa  re  cette  formule  a  celle  qu'on  en  d^duit  en  ^chan- 
geant les  indices  ,  on  a  de  suite  la  relation 


(XlJIj) 

D'ailleurs,  a  cause  des  formules 


on  a 
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et  chacune  de  ces  quantite's  est  e*gale  &  it  — • 

Dans  le  cas  od  le  coefficient  de  i  dans  —  est  positif,  on  a 

(XIIJ8)  TJ30)2- 

et,  par  consequent, 


- 
2 


Dans  des  applications  tr£s  frequentes,  ei?  e2,  es  sont  des  nombresj 
reels  tels  que  Ton  ait 

e\  >  ez  >  e3 ; 

aussi  convient-il  d'ecrire  les  relations  pr^c^dentes  sous  la  forme 


Si  le  coefficient  de  i  dans  —  etait  negatif,   on  devrait  changer 


en  —    . 


114.   Si  maintenant,   dans  la  formule  (XI^),  on  change  u  en 
//  H-  toa,  on  a 


or,  en  vertu  des  relations  (XII3)   et  (XI4),    le  second  membre 
peut  s'ecrire 

y—  ea) 


on  a  done 
(XIII.) 


—  ea 


formule  qui  est  d'un  usage  frequent  dans  les  applications  et  qui 
pourrait  se  d^duire  aussi  facilement  du  th£or&me  d'addition  rela- 
tif  k  la  fonction  pu. 

T.  et  M,  -  I.  i3 
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115,  Les  relations  (XI4)  mettent  en  Evidence  des  relations 
alg^briques  entre  les  fonctions  ^w,  tf\  u,  d^u^  rf3«;  en  effel,  en 
41iminant  pii  entre  ces  relations,  on  trouve 

parmi  les  relations  de  cette  esp6ce,  il  y  en  a  ^videmment  deux 
d'ind^pendantes. 

Signalons,  comme  consequence  de  ces  formules,  la  relation 

(XIV»)      (ey  — ^0)^2^-4-  (ea  —  ey)  orJa-h(cp  —  e^)^a  =  o. 


116.  Au  mojen  de  ces  m^mes  relations  (XI4),  la  formule  fon- 
damentale  (VII,)  peut  s'ecrire 


-  ---  -    =  P  Ci  —  p  U  —  ~"~r  — 

3*u3*a  r         *  3*  a 

Oil 


Si,  dans  cette  derniere  formule,  on  change  a  en  a  -+•  coa  et  si  Ton 
lient  compte  des  formules  (XII3)  et  (XT6),  on  trouve 


(XV,)     arflt(aH-a)a'a(i«  —  rt)  = 

de  m^me,  en  changeant  u  en  w  -f-  cop,  puis  ^changeant  les  indices 
a  et  P,  on  trouve 

(XV5)      cra(wH-a)cra(a-  a)  =  <flu*$a  —  (ea—  ^J^a^a. 

Au  reste,  Fidentite  entre  les  deux  seconds  membres  des  deux 
derni^res  formules  r^sulte  ais^ment  des  relations  entre  les  qualre 
fonctions  rf,  relations  qui  permettraient  d'ailleursde  transformer 
de  di  verses  mani&res  les  formules  pr^c^dentes. 

Nous  joindrons  de  suite  a  ces  formules  d'autres  analogues  qui 
donnent  les  expressions  des  produits  rf(a-4-a)rfa(w  —  a), 
dy(u-+-a)tf$(u  —  a)  relatifs  ^  deux  fonctions  3  d'indices  diff^- 
rents* 

Observons  d'abord  que,  de  la  formule  (VIIj),  on  peut  d^- 
duire  d'autres  identit£s  analogues  ou  figurent  les  cofonclions,  en 
ajoutant,  par  exemple,  aux  quantit^s  w,  a,  fc,  c  quelqu'une  des 
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quantit^s  u>0  o>2,  to8;  nous  nous  contenterons  dMcrire  les  deux 


suivantes  : 


)0*  (u  —  o)a'a(6  •+•  c)tf(ft  —  c) 
-4-a'a(M4-  ft)  a*  (M  —  A)o'a(c-ha)<T'(c  —  a) 
4-  *a(w4-  c)tf  (w  —  c)tfa(a4-  b)tf(a  —  ft)  =  o, 


cfy(w  4-  a)  cVa  —  a)tfa.(b  4-  c)  a*  (ft  —  c) 
a*y(MH-  ft)  a*p(a—  ft)  tfa(c  n-  a)o'(c—  a) 
o*y(M  -h  c)  ^(M  —  c)a'a(a  -t-  ft)  a*  (a  —  ft)  =  o, 


dont  la  premiere  rdsulle  sirapleinent  de  la  formiule  (VII2)  en  aug- 
mentant  toutes  les  quantit£s  w,  a,  6,  c  de  —  ,  et  dont  la  seconde 

r^sulte  de  la  premiere  en  y  remplagant  u  par  u  +  wp;  apres  avoir 
fait  ces  changements,  on  n'a  plus  qu'a  r^duire  au  moyen  des  for- 
mules  (XII3). 

Si,  maintenant,  dans  les  relations  qu'on  vient  d'obtenir,  on 
suppose  c  =  o,  b  =  top,  on  trouve  de  suite,  toujours  au  moyen 
des  formules  (XII3)  et  apr&s  avoir  divise  par  rfa 


(XV*)   a*a(i*  •+•  a)  tf(u  —  a)  = 
M  —  a)  =  a'y 


cette  derniere  relation,  si  Ton  tient  compte  de  la  formule 
s'ecrit  defmitivement 

(XVs)  tfv(u-i-a)  tfp(M  —  a)  =  tfy  M  ^^  u  cTy  or  tfp  a  H-  (ep  —  er)j'wo'aaa'aa'aa. 


On  obtient  encore  deux  nouvelles  formules,  que  nous  nous  dis- 
pensons  d'^crire,  en  changeant  dans  (XV4)  et  (XV5)  a  en  —a. 

117.  Nous  allons  maintenant  d^duirede  la  formule  (XV3)  Tex- 
pression  de  p  -  et,  en  particulier,  de  p  ^  qui  nous  sera  bient6t 
utile.  Eo  y  remplagant  a  par  w,  puis  u  par  ",  on  Irouve 


u    *  u 
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en  changeant  a  en  (3,  il  vient 


d'ou,  en  ajoutant  et  en  retranchant, 

*  u  -,*  u 

\  -f-  0*0  U  =  2  0*3  -  tf«  -  j 
r  2      "  2 


Sans  nous  arrSter  a  ce  fait,  que  ces  formules  mettent  en  evidence 
les  valeurs  de  u  qui  annulent  rfaw  +  (Tpi/,  rfaw  —  rfpw,  changeons 
dans  la  premiere  p  en  y  et  divisons  membre  a  membre ;  il  viendra 


0*01  M 


OU 


9  U  »U 

Sft  -       ^Y  ~ 
P   '2  }    2 


tfW  i^a  2  2 

ou  encore,  en  vertu  des  formules  (XI5), 

u 

V/pw  —  ea  -f-  y/pw  —  e^       ^  "^       e? 


w 

2 


d'ou 


en  multipliant  par 
I'identitl 


—  e    et 


—  e^  +  ep/pw  —  ey; 

compte  de 


on  trouve,  apr^s  quelques  reductions  faciles  et  aprts  avoir  divis6 
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par  e$  —  ey, 

(XVIi)  p  -  =  pu  -f-  /pw  —  ep  v/pw  —  ey 

'  p 

et,  en  particulier,  en  supposant  u  =  o>a, 

II  importe  de  remarquer  que,  dans  ces  formules,  les  radicaux  ont 
le  sens  precis  qui  a  ^te  spdcifld  dans  le  n°  112. 


118.   On  obtient  immediatement  les  expressions  de  rf|  M 
^3  w,  ddcompos^es  en  facteurs  primaires,  en  partant  de  leurs  d^fini- 
lions  (XI,  )  et  en  utilisant  la  formule  (V<).  On  trouve  ainsi 


(XVIIO 


Cette  formuie  met  en  Evidence  les  zeros  des  trois  fonctions  a1,  w, 
3*2  w,  0*3  w. 

En  groupant  les  facteurs  exactement  comme  on  Ta  fait  pour  tin 
et  en  effectuant  des  reductions  toutes  pareilles  a  celles  que  Ton  a 
rencontr^es  alors,  on  obtient  successivement  quelques  identites 
int^ressantes.  Soit  d'abord  a=i.  On  remplacera  parlout,  dans 

le  second  membre  de  Tequation  pr^cedente,  —  -  —  par 


/I  W8\' 

—  (  --  n  —  1 
\a          to,/ 


alors,  en  appliquant  les  formules  (Is_4),  on  trouvera,  pour  le 
produit  des  facteurs  ou  n  reste  le  m£me, 


f 

^ 

I 
I 

L 


COSTT/l  — 


H!"!_JL_1 

-«—^ 

J  • 


Les  deux  facteurs  mis  entre  crochets  donnent  naissance  a  des 
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produits  infinis  convergents  dont  le  premier  peul,  en  groupant  les 
termes  ou  ft  a  .des  valeurs  egales  et  de  signes  contraires,  et  en 
tenant  compte  de  Tidentit^ 


s'6crire 


cos(a  —  b)  cos(a  •+•  b)  =  cos'a  —  sin*6, 


Till     •    |     |  20)!        I 

—  |  |  |  i I ; 

20)i    JLA    I                          .  TTTlCDj     I 
n  — 1    I  COS1 I 

L.  0)1    J 


d'ailleurs  la  valeur  du  second  s'^crit  imm^diatement;  on  a  done 
finalement 


^1M,.*,  —  v,va  -  0 


, 

n  =  1  cos'll 


[" 


.  . 

sin2 


On  a  de  m£me,  pour  a  =  2  et  a  =  3, 


<JjM. 


«=:« 
«»««     vi  ,     In— 1  (08  f—  .    ,  IT  U 

^Pt»t      "^T  ?  C08~    ~^^T  f  S1    2^ 

72-1  L  2     < 

<*, w.e*      a  =  e       w~l  I  I  I  i 

•    •     I  .  2  71  —  I     0)3 

n  =  l    |^  SID    it         -  —  ^ 

En  remplagant,  dans  les  trois  formules  que  nous  venons  d'^ta- 
blir,  u  par  1/4-20)4  par  exemple,  en  tenant  compte  des  for- 
mules (XII2)  et  en  comparant  les  nouvelles  formules  aux  an- 
ciennes,  on  obtient  les  trois  identit^s 


(XVII,) 




4 


it1 


IT* 



20)! 


271  —  I    O)j 
2  O>i 


271  —  I    0)8 
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qui  permettent  d'^crire  comme  il  suit  les  trois  formules  obtenues 


(XVII) 


(3) 


(4) 


(5) 


7TW 

20)j 


n 


n 


COS27T 


•  , 

sma  - 


, 

COS27t 


.          7TW  -I 

sin2 I 

2  O)  i  I 

2/1  —  I     0>3     I* 

71 '-     I 

2  0)tJ 


/i=«  n 
^  i "  *     - 1 

=  e**>r  TT  I    i 

"=i  L 


.          7TW 
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En  developpant  les  seconds  membres  de  ces  dernieres  relations 
suivant  les  puissances  de  w,  on  obtiendra  autant  de  termes  que 
Ton  voudra  dans  le  developpement  en  series  entieres  en  u,  des 
fonctions  paires  O^M,  sans  apercevoir  toutefois  la  loi  de  formation 
des  coefficients.  Si  Ton  tient  compte  des  trois  identites  pr6c£- 
dentes,  on  verra  par  exemple,  sans  peine,  que  le  coefficient  de  w2 

est  egal  a -,  de  sorte  que 


On  retombeainsi,  par  une  autre  voie,  sur  le  developpement  (XI7) 
obtenu  au  n°  111. 


119.  Nous  r£unirons  ici  quelques  remarques  relatives  a  Tho- 
mog^n^it^,  qui  nous  seront  utiles  plus  tard. 

Imaginons  que  Ton  forme  d'abord  les  fonctions  rf,  !J,  p  et  les 
constantes  7ja,  ea  qui  en  dependent,  au  moyen  des  quantil^s  to,, 
(os,  puis  que  Ton  forme  les  fonctions  et  constantes  analogues  au 
moyen  des  quantites 


(XVIIIt) 


=  —  CD.  —  to. 


et  d^signons  par  Y|^  ea  ^es  quantit^s  analogues  a  Y|a,  ea  relatives 
aux  nouvelles  fonctions.  Gherchons  comment  les  nouvelles  fonc- 
tions et  les  nouvelles  constantes  s'exprirnent  au  moyen  des  an- 
ciennes. 


aoo 
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Les  Equations  d'homog<5n<5it£  (III)  peuvent  s^crire 


=    X 


i      /a 


(XVIH,) 


En  faisant  u  =  to',,  u  =  o>i  et  en  se  reportant  aux  definitions  des 
quantit^s 


on  en  conclut  les  relations 


Si  maintenant  on  se  reporte  a  la  formule  qui  definit  rf 

savoir  , 

tf  (w-h  wi|  col,  wi)  =  e^U  ^^a  I  w'i»  wi)  tfa(  w  |  c^,  to'3  ), 

on  en  conclut,  a  cause  des  relations  precedentes  et  en  particulier 
de  la  relation  d'homog6n&t£  pour  la  fonction  a1, 


t,  a>3)  GTa(a  I  <!>;,  w's 


I  CD,,  cu3     = 


et,  par  suite,  en  comparant  a  la  formule  qui  d^fmil  tfa(w| 
(XVIII,)  cra(w|a);,a>'3)=o 

mais  on  a  (XI«) 


done 


ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  les  r^suluts  ant^rieurs. 

Ainsi  les  quantit^s  7ja,  sje^—e^  sont  des  fonctions  homogfenes 
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de  (Oj,  u>3  et  du  degre*  —  i ;  le  rapport  de  deux  de  ces  quanlit^s 
ne  depend  que  de  —  • 

120.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  disant  quelques  mots 
d'un  cas  particulier,  tr&s  important  d'ailleurs,  de  fa$on  a  per- 
mettre  au  lecteur,  an  moins  dans  ce  cas,  de  se  repr^senter  1'en- 
semble  des  rdsultats  acquis  d'une  fagon  moins  abstraite. 

Supposons  Wj  et  -?•  r^els  et  positifs.  Si  Ton  suppose  en  outre 

que  la  variable  u  soit  r^elle,  on  voit  que  la  fonction  du  est  r£elle. 
Cela  resulte  ais&nent  de  la  premiere  definition  de  du,  en  grou- 
pant  ensemble  les  facteurs  pour  lesquels  les  valeurs  de  s  sont 
conjugu^es,  c'est-a-dire  sont  £gales  a 

•A  TO  0*1  H- 2/1103        et        2  m u> j  —  7,710)3 ; 

d'ailleurs  la  chose  apparait  nettement  sur  la  formule  (X,);  la  for- 
mule  (X4)  montre  que  TQ,  est  alors  r£el  et  positif.  Les  fonctions 
£M,  pu  sont  aussi  des  fonctions  reelles;  les  invariants  ^2  et  ^, 

sont  reels  \  -~  est  reel  et  negatii  (X5) ;  e^  =  pi*>t,  e3  =  po>3  sont 

des  quantites  reelles,  puisque  pu  est  vine  fonction  paire;  e2  est 
done  aussi  reelle;  les  formules  (XVII)  montrentque  les  fonctions 
tfgiU  sont  aussi  des  fonctions  reelles. 

Examinons  maintenant  le  signe  des  fonctions  3  dans  la  m£me 
hypothese. 

Quand  u  croit  a  partir  de  zdro,  du  augmente  d'abord,  puisque 
^(o)  =  i  ;  cette  fonction  commence  par  £tre  positive  et  reste  po- 
sitive tant  que  u  n'a  pas  atteint  le  premier  z£ro  2o>4  de  3u\  ce 
z^ro  est  simple  :  done,  si  u  continue  de  grandir,  du  change  de 
signe.  Dans  Tintervalle  (o,  awt),  du  est  positive^  dans  Tin tervalle 
(20)4,  4^«),  du  est  negative,  et  ainsi  de  suite.  Pour  u  =  o,  la 
fonction  dt  u  est  ^gale  a  un;  elle  reste , positive  jusqu'a  ce  que  u 
atteigne  la  valeur  Wj ,  puis  elle  est  negative  dans  1'intervalle 
(o)!,  3u>j),  etc.  Les  fonciions  rfaw,  d$u}  qui  sont  ^gales  a  i  pour 
u  =  o,  restent  positives  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  M, 
puisque  leurs  ze>os  sont  imaginaires. 

Gonsid^rons  de  m6me  les  valeurs  purement  imaginaires  u  =  iV 
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de  Targument;  la  fonclion  —  est  r^elle,  et  Ton  voit  de  m&ne 
qu'elle  est  positive  quand  u!  est  compris  dans  1'intervalle  (o,  -^  j  , 

negative  quand  uf  est  compris  dans  J'intervalle  (~>  -?-j>  etc. 

Pour  ces  memes  valeurs,  les  fonctions  paires  rfa  u  sont  r^elles;  si 
i/;  est  positif  et  voisin  de  z6ro,  les  trois  fonctions  sont  positives; 
a1,  u  et  02  w,  n'ayant  pas  de  z^ros  qui  soient  purement  imaginaires, 
restent  toujours  positives;  an  contraire,  rf3  w  admet  comrae  z^ros 
purement  imaginaires  les  multiples  impairs  de  o>3,  en  sorte  que 
cette  fonction  est  positive  quand  uf  est  compris  entre  z£ro  et  ~.8, 

negative  quand  v!  est  compris  entre  -.-  et  3  ~.3>  etc. 


121.  Si  Ton  se  reporte  aux  formulas  (X16) 
0*3  u>i  /  - 


___,  i_   ,       __ 


on  voit  par  ce  qui  pr^c&de  que  \je\  —  e3,  y/e<  —  e.2  sont  des  quan- 
tit^s  r£elles  et  positives  5  au  contraire,  \/e3 —  ez  est  une  imaginaire 


pure  et  isje$  —  e%  est  une  quantite  positive,  puisque  ^(Oo  est  po- 
sitif  ainsi  que — r^;  ^e>2  —  £3,  qui  est  egal  a  — i\fe$  —  e*  (XI114), 
esl  done  un  nombre  negatif.  On  d^duit  de  ia  d'abord  que  les 
quantit^s  r^elles  ei9  e>2,  €*  sont  rang^es  par  ordre  de  grandeur 
d£croissante;  leur  somme  ^tant  nulle,  la  premiere  est  positive,  la 
derni&re  negative.  Enfin,  des  trois  radicaux  a  valeur  r^elle 


les  deux  premiers  ont  la  signification  arithmetique,  t  and  is 
que  le  troisi&me  est  ntgatif  (*). 


(')  C'est  1&  1'inconv^nient  du  syst^me  de  notations  que  nous  avons  adopte*  et 
sur  leqael  nous  nous  sommes  expliqu^s  dans  la  Preface.  M.  Weiers trass,  suivi  en 
cela  par  M.  Schwarz,  au  lieu  des  quantit^s  d),,  w,,  u>s,  avait  introduit  les  quan- 
tite*s  o>,  o>',  w*  =  u  H-  w' ;  on  fait  colncider  les  deux  notations  en  supposant  u>  =  wt, 
w'=  u>$,  0)"=—  w,,  puis  7i  =  7i,,  TI'=  TI,,  ^*  =  —  T|,,  Dans  les  Formeln  und  Lehr- 
t&txe  de  M.  Schwarz,  v^e,— «4  et  \/e,— -e,  repr^sentent  les  quantite*s  que  nous 
de*  sign  on  s  par  les  m6mes  symboles,  changees  de  signe. 
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122.  Consid^rons  maintenant  la  function  pu.  Si  u  est  r£el  et 
un  peii  plus  grand  que  z£ro,  pu  a  des  valeurs  positives  tr&s 
grandes,  puisque,  dans  les  environs  de  w  =  o,  la  difference 
pU  --  L  resle  fmie.  Reportons-nous  aux  formules  (XI), 


=-2v7^ 


on  voit  que,  dans  Fintervalle  (o,  (o<),  p1  u  est  n^galif  ;  pu  d^croit 
done  de  +00  a  e\  ;  si  u  continue  de  croitre,  <3\  u  change  de  signe, 
et,  dans  Tintervalle  (co,,  2W4),  pu  croit  de  e{  a  +  oc  ;  ensuite,  a 
cause  de  la  p^riodicit^,  pu  reprend  les  m6mes  valeurs.  Ainsi,  pour 
des  valeurs  r^elles  de  u,  la  fonction  pu  reste  superieare  a  eu  e2, 
c3,  ce  que,  d'ailleurs,  la  formule  (XI4)  met  en  evidence. 

Envisageons  aussi  les  valeurs  iu!  puremenl  imaginaires  de  Tar- 
gument  u\  la  fonction  paire  pu  est  r^elle  pour  ces  valeurs;  pour 
de  petites  valeurs  de  u',  elle  a  des  valeurs  negatives  tres  grandes. 
La  ddrivee  de  p(iur)  par  rapport  a  uf  est  d'ailleurs 

.  tfj  iu'  tfj  iu1  0*3  iu' 
' 


en  ddsignanl  par  p'(iu')  ce  que  devient  p'  u  quand  on  y  remplace 
u  par  iu']  quand  u'  est  compris  entre  o  et  y>  les  trois  fonctions 
d,(m'),  <**(iu'),  ^3(fV)  sont  positives,  ainsi  que  2LL5L.;  par 
suite,  ^3(m>)  est  negative,  done  Ja  d&rivee  ip'(iu')  de  p(iu')  par 
rapport  a  u'  reste  positive;  done,  quand  u1  croit  de  o  £  -p  J>(*V) 
croit  de  —  oo  a  e3.  Lorsque  w'  traverse  la  valeur  -?-,  d9(iu')  s'an- 

nule  et  change  de  signe  :  done,  lorsque  u'  croit  de  -^  a  2  -^  >  p(^V) 
d^croit  de  e3  a  —  oo  .  La  fonction  reprend  ensuite  p^riodiquement 
les  m6mes  valeurs. 

Onad'ailleurs(VII4_5) 

[«  p'C"')]1  =  -  4[p(*V)  -  ei]  [p(«V)  -  «»]  [p(«V)  -  e8] 

0)3 
et,  par  suite,  lorsque  u1  est  compris  entre  o  et  y  » 


i—  p(  ««' 
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en  attribtiant  au  radical  le  sens  arithm£tique,  puisque  le  premier 
merabre  doit  6lre  positif. 

II  r^sujte  de  cette  analyse  que  Ton  a 


/•" dy r80 

Wl=/       =       I        -= 


/_,  /— (4r3—  g*y  —  8*) 

les  radicaux  etant  pris  avec  le  sens  arithm^tiqne. 

On  a  done  exprim£,  dans  ce  cas  particulier,  too  to3  au  moyen 
de  g%,  g$ ;  on  a  r£solu  en  quelque  sorte,  par  rapport  a  ton  o)3,  les 
Equations  (IV5);  mais  il  reste  ^videmment  a  r^soudre  la  question 
suivante,  qui  se  pose  d'elle-m£me. 

fitant  donn^es  (')  les  quantit^s  reelles  #2,  g^  telles  que  li- 
quation 


ait  ses  racines  r&elles,  designons  ces  racines,  rang^es  par  ordre 
de  grandeur  d^croissante,  par  e0  e2,  e3  ;  determinons  les  quan- 
tit^s  o)|,  (i)3  par  les  formules  pr^c^dentes;  aura-t-on  effectivement 


^ 


^o  i 
=.40^    J5? 


C^est  la  en  effet  ce  qui  a  lieu.  Quoiqu'il  ne  soit  pas  difficile  de 
le  d^montrer,  nous  renvoyons  cette  demonstration  a  plus  tard, 
afin  de  pouvoir  r^unir  ce  qui  concerne  les  diff£rents  cas. 

Observons  en  fin,  en  restant  toujours  dans  le  m^me  cas,  et  re- 
lativement  a  la  fonction  pu,  que,  a  cause  de  la  relation  ( 
qui  montre  que  Ton  a,  a  et  &  £tant  r^els, 


=  ________ 

la  quantity  p(a  H-  bi)  ne  peut  ^tre  r^elle  que  si  le  facleur 

est  nul;  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  b  est  un  multiple  de  ~>  et, 

s'il  en  est  ainsi,  p(a-+-  bi)  est  en  efiet  une  quantit^  r^eile. 


(')  Jusqu'ici,  &>t  et  to,  ^taient  les  quantity's  donn^es. 


LA  FONCTION  <*  U  BT  LBS  FONCTIONS  QUI  EN  DfiRIVENT.  2o5 

V.  —  Transformation  Iin6aire  des  fonctions  rf.  —  Substitution 
aux  p6riodes  primitives  de  p6riodes  6quivalentes. 

123.  On  a  vu  dej£,  sur  de  nombreux  examples,  le  parti  que 
Ton  pent  tirer  de  1'application  &  la  fonction  du  de  ce  th£or£me  : 
dansun  produit  infini,  absolument  convergent,  on  peut  intervertir 
1'ordre  des  facteurs  et  grouper  ces  facteurs  comme  Ton  veut; 
c'est  l£  le  grand  avantage  des  notations  de  M.  Weierstrass  sur 
celles  d'Eisenstein.  D'autres  consequences  essentielles  de  cette 
proposition  vont  apparaitre  dans  ce  qui  suit;  elles  se  rapportent 
aux  elements  de  la  theorie  de  la  transformation. 

Nous  avons  montre  comment  on  pouvait  construire  une  fonc- 
tion 3u  au  moyen  d'un  couple  de  deux  nombres  a  rapport  ima- 
ginaire  2u><,  20)3  et  engendrer,  au  moyen  de  cette  fonction,  une 
fonction  doublement  periodique  admettant  20)^,  20)3  pour  pe- 
riodes  primitives;  nous  allons  montrer  (n°  125)  comment il  existe 
une  infinite  de  nombres  2&<,  2ft3,  li^s  simplement  a2a>4,  2w3,  au 
moyen  desquels  on  peut  engendrer  les  mcmes  fonctions  tfu, 
t>u,  pu. 

Mais  voici  d'abord  quelques  remarques  et  definitions  qui  vont 
nous  servir  a  caracteriser  ces  nombres  2QO  2ft3. 

Soit,  en  g£n£ral,  F(w)  une  fonction  univoque  doublement  p^- 
viodique  et  admettant  20^,  2co3  pour  couple  primitif  de  p£riodes. 

Posons 


en  d^signant  par  a,   6,  c,  d  des  entiers  tels  que  le  determinant 
(ft  ==  ad  —  be  ne  soit  pas  nul.  On  observera  d'abord  que,  dans  le 

rapport  —,   le  coefficient  de  i  est  different  de  z£ro  et  qu'il  a  le 

m6me  signe  que  dans  le  rapport  —  >  ou  le  signe  contraire,  suivant 
que  ad —  be  est  positif  ou  n^gatif.  Si  Ton  suppose,  en  effet, 


a,  (3,  A,  B  etant  r^els,  on  a 

B: 
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II  est  clair  que  tout  nombre  de  la  forme  2^0,  -f-  avas,  oft  [x,  v 
sont  des  enliers,  est  une  periode  de  la  fonction  F(«),  et  il  est 
clair  aussi  qu'un  nombre,  s'il  peut  £tre  mis  sous  cette  forme, 

ne  peut  T£tre  que  d'une  seule  fa^on  (puisque  le  rapport  ~  est 
imaginaire),  et  cela  m6me  si  Ton  suppose  seulement  jx  et  v  reels. 

124.  En  rdsolvant  par  rapport  a  eoM  to3  les  Equations  qui  de- 
finissenl  QI,  (13,  on  obtient 


les    quantites  co<  ,   to3    ne    pourront    done   £tre    mises   sous    la 
forme  [Xd-f-vfls,   [x  et  v  etant  entiers,  que   si  les  coefficients 


,  Z^_f  Z^,  ^  sont  entiers,  et  s'il  en  est,  par  consequent,  de 


,  Z^_f  Z 
m^me  du  determinant  de  ces  coefficients,  c'est-a-dire  de 

ad—  be        i  t 


il  faut  pour  cela  que  cQ  soil  egal  £  ±  i . 

Inversement,  s'il  en  est  ainsi,  il  est  evident  que  les  quantites 
20)0  2W3  et,  par  suite,  toute  periode  de  la  fonction  F(w),  pour- 
ronl  £tre  mises  sous  la  forme  2|xft,  4-  2VQ3,  pi  et  v  etant  enliers. 
En  d'autres  termes,  si  Ton  continue  ik  designer  par  TH,  n,  u,  v  des 
nombres  seulement  assujettis  &  6tre  entiers,  on  peut  affirmer  que, 
si  (D  est  egal  a  ±i,  a  chaque  nombre  2|XQ|  -f-  sva3  correspond 
un  nombre  awcoj  -f-  2nw3,  et  un  seul,  qui  lui  est  egal,  a  savoir 
celui  pour  lequel  on  a 

77i  =  a  (Ji  -f-  c  v,        n  =  £JJL  -h  c?v, 

et  que,  a  chaque  nombre  2/710),  4-  2/1  a>3,  correspond  un  nombre 
2<  4-  2vo3,  et  un  seul,  savoir  celui  pour  lequel  on  a 

(D  jx  =  mrf  —  nc,        (Ov  =  —  w6  -f-  na. 

Lorsque  (D  est  egal  a  ±  i ,  nous  dirons  que  le  couple  (2  on  2  o3), 
defini  par  les  formules  precedentes,  est  Equivalent  au  couple 
y  20)3).  Les  deux  couples  sonlproprement  ou  improprement 
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Equivalents  selon  que  CD  est  ^gal  a  +  1  ou  £  —  i  (*).  Nous  ne 
consid^rerons  plus  lard  que  des  couples  proprement  Equivalents, 
afin  que  le  coefficient  de  i  ait  le  m&me  signe  dans  —  et  —;  mais, 
tout  d'abord,  cette  restriction  n'est  pas  nEcessaire. 
II  corivient  de  remarquer  que,  si  le  determinant 

a    b 

c     d 

est  egal  a  ±  \  ,  deux  nombres  a,  6,  c,  rf,  pris  dans  une  m£me 
ligne  ou  une  meme  colonne,  ne  peuvent  etre  pairs  simultanE- 
ment. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  si  le  couple  2Q«,  2Q3  est  equi- 
valent (proprement  ou  improprement)  au  couple  2toH  2o>3  et  si 
Ton  forme  un  rEseau  de  parallElogrammes  au  moyen  de  2a<,  2Q3, 
comme  on  en  a  formE  un  au  moyen  de  aw,,  20)3,  les  sommets  des 
deux  reseaux  co'mcideront;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
montrer  que  les  aires  des  deux  premiers  parallElogrammes  des 
deux  rEseaux  sont  egales. 


125.  En  supposant  toujours  les  couples  (aa^,  2^3)  et  (20)^  2W3) 
proprement  ou  improprement  Equivalents,  nous  allons  maintenant 
montrer  que  les  fonclions  tfu,  !^?/,  pu,  formeesau  moyen  du  couple 
(2^4,  2&3),  sont  identiques  aux  fonctions  rfw,  IJw,  p  u,  formees  au 
moyen  du  couple  (acj^,  aio3)  :  en  d'autres  termes,  on  a 


I   (2)     a>(tt|Ql,fia)  =  3'(M|««>iiWa), 

(XIX)  M  (3)     C(M|Oi,Q8)  =  C(M|wi,w,), 

[  (4)     ji(M|Qi,aa)  =  p(a|w,,u)a); 

les  deux  derni&res  egalitEs  sont  d'ailleurs  des  consequences  evi- 
dentes  de  la  premiere. 

On  vient  de  voir  qu'on  pouvait  etablir  entre  chaque  systfeme 
de  nombres  entiers  w,  n  et  chaque  sysl&me  de  nombres  entiers 
[X,  v  une  correspondance  telle  que,  si  Ton  pose 

s  =  am  a)j  •+•  2/10)3,         s  =  2(Jiiii  •+•  avQ3, 


(')  Le  lecteur  reconnaitra  sans  peine  que  deux  couples  Equivalents  i  un  troi- 
sieme  sont  Equivalents  entre  eux. 
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les  nombres  $,  s  soient  e*gaux  quand  les  systemes  (m,  n)  d'une 
part,  (JJL,  v)del'autre,  se  correspondent  et  que,  re'ciproquement, 
cette  e*galild  n'ait  lieu  que  dans  ce  cas.  D'ailleurs  les  systemes 
pi  =  o,  v  =  o  et  w  =  o,  /i  =  o  se  correspondent ;  par  consequent, 
les  deux  produits  infinis 

n1"  HH-! 

s 

et 

V       1  «• 


ne  different  que  par  1'ordre  des  facleurs;  on  a  done  bien 

tf(M|(Oi,U)3)  =  3(U\  Qi,  Q3). 

Le  me'me  raisonnement  (d'ailleurs  inutile)  s'applique  aux  se- 
ries qui  repre'sentent  les  fonctions  £w,  pu. 

126.  Les  deux  series  entieres  en  u  (IV<),  qui  repr^sentent 
rf(w  jo)!,  (o8),  rf(tt|oM  Q8)  doivent  done  etre  identiques  terme  a 
terme;  c'est  d'ailleurs  ce  qui  r^sulte  de  Texpression  des  coeffi- 
cients; on  a,  par  exemple  (IV5), 


et  il  est  manifeste  que  la  substitution  des  nombres  s  aux  nombres  s 
ne  change  pas  la  somme  des  series  qui  figurent  aux  seconds 
membres;  1'ordre  des  termes  seul  est  modifie.  C'est  ce  qui  jus- 
tifie  la  denomination  ft  invariants  donnee  aux  nombres  g^  g>3. 

127.  Voyons  maintenant  quelle  modification  apporte  aux  fonc- 
tions 3{u,  0*2  w,  0*3  u,  ^w,  ^Uj  ^u  la  substitution  du  couple  de 
pe"riodes  2^1,  2Q3  au  couple  de  penodes  aw,,  2w3. 

En  definissant  d'abord,  par  analogic,  un  nombre  Q2  par  1'egalite 


et  posant  ensuite 

HI  =  £fli  : 
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on  oblieadra  de  nouveau 

(XXi)  Hi-hHjH-Hg  =  O 

et 


ou  il  faudra  prendre  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant  que  le 
couple  2ft<,  2fl3  est  proprement  ou  improprement  Equivalent  au 
couple  primitif  aco<,  2to3.  Quoi  qu'il  en  soil,  H<  a3 —  H3ft<  est 

done,  comme  (n0l92)  V),  w3  —  r,3coo  un  multiple  impair  de  —• 

II  rEsulte  d'ailleurs  du  n°  108  que  r\^^ — 7)3(0,  est  e*gal  a 
-H  —  ou  a  — —  suivant  que  le  coefficient  de  i  dans  — *  est  positif 
ou  negatif.  Nous  avons  vu,  d'autre  part  (n°  123),  que  le  signe  du 
coefficient  de  i  est  le  meme  ou  est  opposE  dans  les  deux  rapports  — 
et  ~>  suivant  que  le  couple  2&M  2Q3  est  proprement  ou  impro- 
prement equivalent  au  couple  20^,  20)3.  Done,  dans  les  deux  cas, 
on  a 

/  xrxr     \  i      ^  ' 

(XX3)  HiQ3 — H3Sii=±: — » 

2 

ou  il  faut  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le  coef- 
ficient de  i  dans  le  rapport  —  est  positif  ou  negatif. 

128.  En  designant  toujours  par  s  Tune  quelconque  des  valeurs 
2|jiQ|-f-  2VQ3,  ou  p.  et  v  sont  deux  entiers  quelconques,  on  voit 
que  le  nombre 


est  congru  modules  20)M  20)3  a  quelqu'un  des  nombres  s  —  coj, 
s  —  to2,  s  —  co3;  on  sera  dans  le  premier  cas  si  a  est  impair  et  b 
pair,  dans  le  second  si  a  et  b  sont  impairs,  dans  le  troisieme  si  a 
est  pair  et  b  impair. 

Supposons,  pour  fixer  le  langage,  qu'on  soil  dans  le  premier 
cas.  Si  Ton  se  reporte  a  la  formule  (V|),  on  aura,  en  y  remplagant 
T.et  M.  —  I.  i4 
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a  par  CD,, 


Si,  dans  le  second  membre,  on  remplace  s  par  s  et  &t  par  Q<,  on 
voit  de  suite,  par  un  raisonnement  identique  a  celui  du  n°  124, 
que,  £  chaque  syst£me  d'entiers  /n,  n,  on  peut  faire  correspondre 
un  systeme  d'entiers  JA,  v,  de  maniere  que  les  nombres  s  —  io<, 
s  —  Q,  soient  £gaux  si  les  deux  syst£mes  se  correspondent  el 
que,  r^ciproquement,  cette  egalit^  n'ait  lieu  que  dans  ce  cas;  le 
second  produit  infmi  a  done  la  meme  valeur  que  le  premier  et 
Ton  a 


Mais  on  a 

p(u\  co,,o),)  =  p(a|Qi>  fia), 

et,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ou  a  est  impair  et  b  pair,  on  a 
evidemment 


Si  done  on  se  reporte  a  la  definition  de  la  fonction  <f^  u  (n°  HO), 
on  voit  que,  dans  ce  cas,  Ton  a 

<3>i(w|Oiifis)  =  <J'i(w|  <DI,  to,). 

D'ailleurs,  comme  arf  —  be  est  ^gal  a  ±  i,  d  est,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  n^cessairement  impair. 
Si  c  est  pair,  on  a 


done,  en  rempla^ant  a  par  (oa  dans  la  formule  (V^)  et  raisonnant 
comme  tout  a  Fheure,  on  aura 
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Si,  au  contraire,  c  est  impair,  on  a 

J>(QS  |  fit,  Q8)  =  J)(o>3  |  u>h  u>8)  =  «,, 
p(ft3  1  Oi>  Oa)  =  P(w2  1  to  i,  to»)  =  e,, 

et  Ton  parvient  aux  relations 


tfj(l«  |  Ui,  03)  =  <*2(W  |  MI,  (Oj). 

La  m£me  demonstration  s'applique  a  tous  les  cas,  et  Ton  re- 
connait  que  la  substitution  des  p^riodes  2  a,,  2Q3  aux  p^riodes 
2a)M  2  ti)3,  ou  laisse  les  fonctions  tf{  u,  d*u,  d*u  invariables  ou  ne 
fait  que  les  remplacer  par  les  m£mes  fonctions  rangees  dans  un 
autre  ordre  qui  ne  depend  que  de  la  parit^  des  nombres  a,  6,  c,  rf, 
a  savoir  dans  1'ordre  ou  il  faut  placer  les  quantites  e{  ,  e2,  ^3  pour 
obtenir  les  quantites  p&\,  p&z,  P^3»  D'une  fagon  plus  explicite, 
voici  le  r^sultat  auquel  conduit  Texamen  de  ces  divers  cas. 

Soient 


(XX4) 
On  aura 
(XX.) 


po>2  = 


=  EI  =  ex, 


cr,(a|Qi,Qa)  =  ' 


!,  w,), 


ou  X,  (JL,  v  sont  les  nombres  entiers  i,  2,  3  ranges  dans  un  ordre 
que  determine  le  Tableau  suivant : 


(XX.) 


a 

b 

c 

d 

Ol 

®2 

^3 

X 

H 

V 

1° 

, 

o 

o 

i 

a>j 

(0, 

0)3 

, 

2 

3 

2° 

i 

o 

1 

i 

(Oj 

t*)3 

U>j 

I 

3 

2 

3° 

i 

I 

0 

i 

OJ2 

U>1 

l«>8 

2 

i 

3 

4° 

i 

I 

1 

0 

0), 

Wa 

(D! 

2 

3 

1 

5° 

0 

I 

I 

0 

a>8 

U)2 

tot* 

3 

2 

I 

6° 

o 

I 

I 

I 

f>8 

Wj 

u>, 

3 

1 

2 
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Au-dessous  de  a,  fe,  c,  rf,  dans  chaque  ligne  horizon  tale,  sont 
les  restes  de  la  division  de  ces  nombres  par  2.  Sur  la  m£me  ligne, 
au-dessous  de  af,  fl2>  O3,  sont  celles  des  quantit£s  o>,,  co2,  o>3,  qui 
sont  congrues  respectivement  a  a<,  a2,  fl3  modulis  2co<  ,  2co3.  Sur 
la  m6me  ligne  encore,  au-dessous  de  X,  p,,  v,  sont  les  valeurs  par 
lesquelles  doivent  6tre  remplac^s  ces  indices,  tant  dans  <3\u,  a^H, 
rfvw  que  dans  ex,  e^  ev;  enfin,  pour  la  commodity  de  ce  qui  suit, 
chaque  ligne  horizontale  porte  un  num£ro  d'ordre  qui  permettra 
de  designer  le  cas  correspondant. 

II  est  &  peine  utile  d'ajouter  que  la  substitution  du  nouveau 
couple  de  p^riodes  au  couple  primitif  ne  fait  que  changer  les 
fonctions  ^  w,  £2M?  ^u  dans  le  m£me  ordre  que  les  fonctions 
di  w,  0*2  ^>  ^3^. 

129.  Posons(XI6) 


puisque  les  quantit^s  EI  ,  E2,  E3  ne  sont  autres  que  les  quantit^s  e\  , 
e2,  ^3  rangees  dans  un  certain  ordre,  il  est  clair  que  les  six  diffe- 
rences Ep  —  Ea  ne  sont  autres  que  les  six  differences  e$  —  ea' 
rangees  dans  un  ordre  convenable,  que  1'on  d^terminera  sans 
peine,  dans  chaque  cas  particulier,  a  1'aide  du  Tableau  precedent; 
mais  il  importe  de  remarquer  que  si  Ton  a,  par  exemple, 


E/v  — 


on  ne  peut  en  aucune  fagon  affirmer  que  Ton  a 


en  adoptaut  pour  chacun  des  radicaux  la   signification  precise 
qu'exige  la  formule  (XI6);  on  sait  seulement  que  Ton  doit  avoir 


la  de* termination  du  signe  qu'il  faut  adopter  depend  de  la  valeur 
des  restes  de  la  division  des  nombres  a,  6,  c,  d  par  4-  Nous  allons 
montrer,  dans  un  cas  particulier,  comment  se  fait  cette  de*termi- 
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nation,  et  nous  rSunirons  tous  les  r^sultats  dans  un  Tableau ;  le 
lecteur  n'aura  aucune  peine  a  verifier  ces  r^sultats.  Pour  £viter 
toute  ambigui't^,  nous  conserverons  la  notation  y/Ep  —  Ea  quand 
mSme  nous  saurons,  dans  chaque  cas  particulier,  auxquelles  des 
racines  e<,  e^  <?3  sont  respectivement  £gales  les  quantit^s  Ep,  Ea, 
parce  que,  autrement,  on  serait  amene  a  e*crire  deux  fois  le  m&ne 
symbole,  un  radical  carre*  portant  sur  une  difference  de  deux 
des  quantit^s  en  e2,  e3,  avec  deux  sens  different*. 

Enfm,  dans  ce  num£ro,  nous  supposerons  que  le  coefficient  de  i 

j  fjjn  ,       . 

s  to    est  P0blt1^  et  ^ue  a(*  ~  be  est  ^gal  a  i ;  le  lecteur  traitera 


sans  peine  les  autres  cas.  Des  lors,  le  coefficient  de  i  dans  —  sera 
aussi  positif,  en  sorte  que  les  formules  (XIII4)  s'appliquent  aussi 
bien  aux  quantit^s  v/Ea—  Ep  qu'aux  quantity's  \Je^  —  ep ;  en  d'autres 
termes,  on  a 

V/E3  —  E2  =        i  \/E2— E3  , 

V  E3  —  EI  =  —  i  \/EI  —  E3 , 

V/E2— Ei  =       I  V/El—E2  , 

et  il  suffira  d'avoir  les  r^sultats  pour  les  trois  radicaux  y/Ea  —  E3, 

V  E<  —  E3,    y/E^  —  E2. 

Nous  d^signerons,  pour  abreger,  par  a',  b' ,  c1 ',  rf'  les  quotients 
entiers  de  la  division  par  2  des  nombres  a,  6,  c,  d  pris  de  fac.on 
que  le  resle  soil  toujours  o  ou  i ;  par  exemple,  dans  le  cas  2°  du 
Tableau  (X  =  i ,  [x  =  3,  v=a),  on  aura 


et  l^galit^ 

ad  —  be  =  i 
montre  que  Ton  a 


par  consequent,  a'+  d1—  V  est  pair,  done  aussi  a'+  d'+  V. 
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A  chacun  des  cas  du  Tableau  correspond  un  r^sultat  de  m6me 
nature;  tous  ces  r^sultats  sont  compris  dans  le  Tableau  suivant 
oil,  en  face  du  numdro  d'ordre  de  chaque  cas,  on  a  plac£  la  con- 
gruence correspondante  prise  suivant  le  module  2 

i*  a'+d1         ==0, 

a'  a'+b'-+-d'==o, 

3*  a'-4-c'-HdTs=o, 

4*  &'H-  e'-f-rf'-hi  sso, 

5*  6'-+-c'-hi  =o, 

6°  a'- 


Remarquons  encore  que,  en  vertu  des  formulas  (XII2),  on  a, 
quels  que  soient  les  entiers  p  et  y,  les  relations 


=  (       ,q 
2^0)3)  o'w 

ajp  ctfi-4-  ay  cos)  =  ,       vpH. 


ay  co3) 


Ceci  posd,  revenons  au  cas  2°  que  nous  traitons  comme 
exemple;  on  a  alors,  en  convenanl  de  ne  pas  ^crire  les  demi-p£- 
riodes  quand  elles  sont  o>j,  co3? 


On  aura  done 
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puis 


la  derni&re  ^galit^  provenant  des  formulas  (XIH4);  enfin 


Kj  —  E2  = 


Les  cinq  autres  cas  se  traiteront  de  la  meme  fagon,  et  tous  les 
r^sultats  se  trouvent  r^sum^s  dans  le  Tableau  suivant  :  la  pre- 
miere colonne  contient  les  nume'ros  d'ordre  des  six  cas;  la  se- 
conde,  la  troisieme  et  la  quatrieme  colonne  contiennent  les  va- 
leurs  de  y/E2  —  E3,  y/E<  —  E3,  yisT---"^. 


XX,) 


4° 


*(—  0 


l(—  0 


64-rf-l 


rf-Hl 


l—  E8 


(—1) 


rt-4-1 


(—  0 


64-1 


64-1 


l  —  E2 


(-0 


(—1) 


*±1 

'•(-I)1  1 


04-1 

(-1)  »   ft 

rt+6— 1 


64-1 


,—  e3 
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VI.  —  Transformation  d'ordre  quelconque  des  fonctions  or.  --  Sub- 
stitution auz  p&riodes  primitives  de  pgriodes  nouveUes  Ii6es 
lintairement  aux  anciennes. 

130.  Nous  avons  montrE  ce  que  devenaient  les  fonctions  rfw, 
rf«  w,  rf2w,  d*u  quand,  au  lieu  de  les  former  au  moyen  des  demi- 
pEriodes  to^  d>8,  on  les  formait  au  moyen  des  demi-pEriodes 
aiui  4-  60)3,  CG>I  -+-  rf(o3,  od  a,  6,  c,  rf  sont  des  entiers  li^s  par  la 

relation 

ad  —  be  —  i  . 

II  est  naturel  de  chercher,  d'une  fagon  plus  g^ndrale,  quel  lien 
existe  entre  les  fonctions 

^(altojjcoa),  tfaCalcouw,)  (a  =  i,2,  3), 
d'une  part,  et  les  fonctions 

tfCalOijQ,),  tfa(M|Qi,  08)  (a  =  i,a,  3), 
d'autre  part,  lorsqu'on  suppose 


ou  a,  6,  c,  rf  sont  des  nombres  entiers  assujettis  seulement  a  cette 
condition  que  le  determinant 

ad  —  be  =  CD 
ne  soit  pas  nul. 

Le  probl&me  peut  d'ailleurs  £tre  notablement  simplifid.  Nous 
prouverons  en  efiet,  dans  le  ndm^ro  suivant,  que,  si  Ton  suppose 
o>0  o>3,  QI,  Q3  li^s  par  les  relations  qui  pr6c£dent,  il  existe,  d'une 
part,  un  sysl&me  (CD,,  co'8)  proprement  Equivalent  a  (o>M  o>3),  de 
Tautre,  un  systime  (Q\,  a'8)  proprement  Equivalent  ^  (QMQ8), 
tels  que  Ton  ait 


X,  [x  Etant  des  nombres  entiers  assujettis  seulement  It  ces  deux 
conditions  :  1°  leur  produit  est  Egal  i  CD  ;  2°  leur  plus  grand  com- 
mun  diviseur  est  le  mdme  que  celui  des  nombres  a,  6,  c,  d. 
Des  lors  on  voit  que  le  probleme  posE  sera  rEsolu  si  Ton  sait 
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Avertissement. 

Le  but  de  cet  Ouvrage  est  de  familiariser  avec  les  raethodes  du  Calcul  infi- 
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dont  quatre  editions  successives  ont  augmento  beancoup  le  volume  et  nota- 
blem6ntv  modifi6  la  substance  meme.  A  cliacun  de  ces  rernaniements  plus 
ou  HjQi^^  profonds,  1'Auteur  s'est  constamment  preoccupe  d'accroitre,  par 
toiis :les-moyens  dont  il  disposait,  l'tUilit6  et  Finu'ret  de  son  OEuvre,  el  de 
la  rendre  ainsi  moins  indigne  des  jugements  favorables  dont  elle  a  ^te  Fobjet* 


ConformemMil  aux  plus  reeentes  modifications  dps  programmes,  Fedi- 
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<H  avec  unc  bonne  grace  dont  nous  ne  saurions  trop  nous  montrer  reeon- 
naissant,  M.  Laurent,  Examinaleur  d'admission  a  TEcole  Polytechnique, 
nous  a  fait  I'lioiinour  d'enrichir  celte  Edition  d'un  Appendice  6londu  ren- 
formant  de  nombrcux  Kxorcices  du  choix  le  plus  heureux  et  singulierement 
prop  res  &  ^lucider  los  theories  deliratcs  auxquelles  ils  so  rattachent. 

M.  Gourcelles,  Professeur  de  Mathematiques  speeiales  ?au  Lycee  Saint- 
Louis,  a  6ii  la  bonte  de  nous  prater,  pour  la  revision  des  epreuves,  un  tres 
obiigeant  et  precieux  concours;  nous  le  prions  d'en  vouloir  bien  agreer  ici 
tons  nos  remerciements.  'F,  F. 
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8',  X,  (ji  aux  relations  (c),  d'une  part,  et,  de  1'autre,  aux  relations 


qui  s'obtiennent  en  Sliminant  to,,  co'3,  o'n  a'z  entre  les  relations 
(a),  («')>  (d),  ce  qui  fournit  les  Equations 


60)3)  -+-  p' 

=  11(^0)!  -4- 


et  en  ^crivant  ensuite  que  les  coefficients  de  o>M  o)3  sont  respecti- 
vement  ^gaux  dans  les  deux  membres. 

Des  Equations  (e),  on  d6duit  d'ailleurs  imra^diatement 

(a8  -  pY)  X(x  =  (ad  -  6c)(a'S'-  P'Y')> 


ce  qui  montre,  en  tenant  compte  des  relations  (c),  que  Ton  doit 
avoir 


Ceci  pos^,  supposons  d'abord  que  a,  c  soient  premiers  entre 
eux  et  choisissons  deux  entiers  arbitrages  x,  y  tels  que  Ton  ait  v 

ax  •+-  cy  =  i  ; 
on  tirera  de  U  et  de  la  premiere  des  Equations  (e) 

=  o, 

d'ou  Ton  d^duit  sans  peine  qu'on  doit  avoir 
(g)  a'=  Xaa?-f-  Ac,        p'rsXaj  —  Aa, 


A  6tant  un  entier  arbitraire;  ces  formules  fournissent  d'ailleurs  la 
solution  la  plus  g^n^rale  de  la  premiere  Equation  (e)  quand  on  y 
regarde  a',  $r  corame  les  seules  inconnues.  Si,  dans  la  troisi&ne 
Equation  (e),  on  regarde  de  m6me  y',  8;  comme  les  inconnues,  la 
solution  la  plus  g^n^rale  de  ces  Equations  sera  fournie  par  les 
formules 


k  £tant  un  entier  arbitraire. 
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Si  Ton  substitue,  dans  la  deuxiSme  et  la  quatri&me  des  Equa- 
tions (e),  les  valeurs  de  a',  (3',  y'?  8'  donnEes  par  les  quatre  for- 
™ules  (g),  on  trouvera,  apr6s  des  rEductions  faciles,  en  tenant 
smpte  de  (/), 

\  =  —  A|j.H-  y.(bx  -+-  dy ) , 


D'un  autre  c6t£,  si  Ton  forme,  au  moyen  des  formules  (g), 
I'expression   a'  8'  —  P'y'j  °n  trouve   de  suite  qu'elle  est  Egale  & 


(aa?-f- 
ce  qui  montre  que  Ton  doit  avoir 

(k)  [A/if  —  X£a  =  i. 


Inversement,  si  Ton  pent  trouver  des  nombres  entiers  X,  JJL,  a, 
y,  A,  A'  tels  que  Ton  ait 

X(x  =  CD,      (J.AY  —  X£a  =  i, 

le  probl^me  sera  r^solu;  car,  une  fois  ces  entiers  trouv^s,  si  Ton 
determine  p,  S  par  les  equations  (A)  et  a',  (!',  y',  8'  par  les  for- 
mules (g1),  il  r^sulte  de  1'analys^  prec^dente  que  les  relations  (a) 
et  (rf)  entraineront  les  relations  (a'). 

On  voit,  a  cause  de  (A*),  que  \  pi  doivent  £tre  choisis  premiers 
entre  eux;  on  d^composera  done  (D  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs  X,  [Ji  premiers  entre  eux;  on  choisira  ensuite  des  entiers  A,  k 
de  fagon  que  les  entiers  ph  et  \k  soient  premiers  entre  eux;  enfin 
on  choisira  a,  y  de  mani&re  a  satisfaire  a  liquation 


On  peut  prendre  en  particulier  X  =  ad  —  6c,  a  =  i  . 

132.  Supposons  maintenant  que  a  et  c  ne  soient  pas  premiers 
entre  eux,  mais  que  a,  6,  c,  d  aient  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur  Punit£. 

On  commencera  par  substituer  &  o>|,  <i>8  des  nombres  propre- 
ment  Equivalents  CD^,  to(30),  d6finis  par  les  Equations 
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/?,  y,  r,  s  6tant  des  entiers  qui  v&rifient  la  relation 

ps-qr  =  \. 
On  aura  alors 

G, 

en  posant 

ao  =  a/>  -+-  &r,        #0  =  aq  -4-  65, 

C0  =  c/>  -h  rfr,         fl?0  =  cq  -h  <&. 

Or  il  est  ais^  de  voir  qu'on  peut  choisir  les  nombres/?,  r  premiers 
entre  eux  de  faQon  que  a0>  £o  soient  premiers  entre  eux.  II  faut 
£videmment,  pourcela,  prendre  r  premier  au  plus  grand  commun 
diviseur  de  a  et  de  c,  puis  p  premier  d'une  part  &  r,  de  1'autre 
au  plus  grand  commun  diviseur  de  b  et  de  d.  Si/?,  r  satisfont  a  ces 
conditions,  il  est  clair  que  <70,  c0  ne  peuvent  avoir  comme  divi- 
seur commun  un  facteur  premier  divisant  soil  />,  soit  r,  soit  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  b  et  d,  soit  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  a  et  c.  Nous  imposerons  encore  une  autre  condi- 
tion &  r. 

D^composons  CD  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux  AetB; 
A  comprendra  tous  les  facteurs  premiers  de  dt),  pris  avec  leurs 
exposants,  qui  divisent  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  c; 
B  sera  form£  des  autres  facteurs  premiers.  Nous  prendrons  pour  r 
un  multiple  de  B,  ce  qui  n'est  6videmment  pas  contradictoire  avec 
les  autres  conditions  auxquelles/>,  r  restent  soumis.  Mais,  en  £li- 
minant/?  entre  les  Equations  qui  d^finissent  a0,  c0,  on  obtient 

ABr  =  &CQ  —  C&Q) 

ce  qui  montre  qu'un  diviseur  premier  de  a0,  c0  devrait  diviser  A,  B 
ou  r.  Cela  est  impossible,  puisqu'il  ne  peut  diviser  ni  r,  ni  B  qui 
est  un  diviseur  de  r,  ni  A  qui  est  compost  des  m6mes  facteurs 
premiers  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a,  c. 

Les  nombres  premiers  entre  eux  /?,  r  ^tant  ainsi  choisis,  on 
choisira  gr,  s  parmi  les  entiers  qui  v&ifient  liquation 

/»-/•?  =  i, 

et  Ton  aura  trouv^  le  couple  (co^,  o)(30))  satisfaisantaux  conditions 
imposes.  D^s  lors,  puisque  a0,  c0  sont  premiers  entre  eux,  on 
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pourra,  comme  il  a  EtE  expliquE  plus  haul,  trouver  des  nombres 
(Op  o>'3  proprement  Equivalents  &  o)^,  co(30)  et,  par  suite,  4  ci>4,  (ot, 
et  des  nombres  a'4,  ft',  proprement  Equivalents  &  Q4,  Q3  tels  que 
les  relations  (a)  entrainent  les  suivantes 


).,  [x  Etant  des  en  tiers  assujetlis  seulement  &  £tre  premiers  entre 
eux  et  a  avoir  pour  produit  ad  —  be. 

133.  Si  enfm  «,  fe?  c,  d  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  m, 
on  Ecrira  les  relations  (a)  sous  la  forme 

a  b  c  d 

&!  =  —  mcoH  --  mo)8>         Q3  =  —  /TiwjH  --  7?iws, 
m  /n          '  m        l       rn          ' 

et  Ton  est  assurE,  par  ce  qui  pr6c&de,  de  Texistence  d'un  syst^me 
(/Tico^,  /^w'3)  proprement  Equivalent  a  (m(o<,  mo)3)  et  d'un  sys- 
t£me  (ftp  ftg)  proprement  Equivalent  a  (o^  Q3),  tels  que  les  rela- 
tions prEcEdentes  entrainent  celles-ci  : 


X,  [ji  etant  des  entiers  seulement  assujettis  a  Etre  premiers  entre 
eux  et  6  avoir  pour  produit  -  -  -  --  D'ailleurs,  si  les  syst&nes 

(ma)^  mto3)  et  (mo^,  mwg)  sont  proprement  Equivalents,  il  est 
clair  qu'il  en  est  de  m£me  des  syst£mes  (w0  a)3)  et  (a)n  to3). 
Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Xm,  pm  est  m  et  que 
le  produit  de  ces  deux  nombres  est  ad  —  6c,  le  thEor&me  EnoncE 
au  dEbut  est  entierement  dEmontrE. 

134,  Nous  allons  chercher  maintenant  a  exprimer  les  fonctions 
a1,  ?J,  p  formEes  avec  les  pEriodes  —  •  >  2  to3  au  moyen  des  fonctions 
rf,  ^,  p  formEes  avec  les  pEriodes  2toH  2103;  n  est  un  entier  positif  . 

Partons  de  Texpression  de  tf  (w  —  S  o>s)  dEcomposee  en  fac- 
leurs  primaires  (II<  ) 

(' 
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oik  Ton  suppose 


<*>! 

8  =  2|Ji~ 


et  ou  [x,  v  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives, 
nulle  ou  negatives,  a  I'exclufeion  de  la  combinaison  [x  =  o,  v  =  o. 

Nous  allons  grouper  ensemble  tous  les  facteurs  primaires  pour 
lesquels  les  nombres  jx  sont  congrus  suivant  le  module  n;  enmul- 
tipliant  ensuite  tous  les  produits  relatifs  a  n  nombres  choisis  arbi- 
trairement,  mais  tels  que  la  difference  de  deux  quelconques  d'entrc 
eux  ne  soil  pas  divisible  par  /*,  il  est  clair  que  nous  aurons  em- 

ploy&  tous  les   facteurs  priinaires  de  d(a  ^,  co3j  et  que  cette 

fonction  sera  egale  au  produit  consid^re. 

Soit  d'abord  —  r  un  nombre  entier  quelconque  non  divisible 
par  n\  les  nombres  JJL  congrus  a  —  r  suivant  le  module  n  sont  dc 
la  forme 


ou  IJL'  est  un  nombre  entier  quelconque;  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  s  sont  de  la  forme 


=  5  —  ir  —  , 
n 


en  supposant 

S  =  2{JL/b>]  -4-  2VO)3, 

et  Ton  aura  tous  les  nombres  s  consid^res  en  supposant  que  jx',  v 
prennent  toutes  les  valeurs  entieres  sans  exception.  Le  produit 
de  tous  les  facteurs  primaires  correspondants  sera 


n 


et  la  formule  (V4),  dont  1'usage  est  tegitime  puisque  2/'  ^  n'esl 
vpas  Tun  des  nombres  $,  montre  que  ce  produit  est  ^gal  a 

'(• 


(*r2l\      6 

V    n  / 
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les  fonctions  rf,  £,  p  ^tant  form^es  au  moyen  du  couple  de  p6- 
riodes  20^,  2(1)3. 

Quant  aux  facteurs  primaires  pour  lesquels  [JL  est  divisible  par 
ft,  en  comprenant  le  facteur  u  parmi  eux,  on  voit  de  suite  que 
leur  produit  est  £gal  &  a1  u ;  on  a  done,  en  d^signant  par  r{ ,  r2,  . . ., 
r,z_n  /I  —  i  nombres  entiers  tels  qu'aucun  d'eux  ne  soil  divisible 
par  ft,  non  plus  que  la  difference  de  deux  quelconques  d'entre  eux 


135.  En  vertu  de  la  p^riodicite,  p(^-^)  ne  change  pas  quand 
on  augmente  r  d'un  multiple  entier  de  /i;  par  consequent 


ne  change  pas  quand  on  substitue  aux  nombres  r  d'autres  entiers 
satisfaisant  aux  m£mes  conditions;  si  done  on  pose 


on  aura 


De  m£me,  a  cause  de  la  forinule  (VI3),  Texpression 


ne  change  pas  quand  on  augmente  r  d'un  multiple  entier  de  n  ; 
done  Texpression 


(r)  (r) 

ne  change  pas  quand  on  substitue  aux  nombres  r  d'autres  entiers 
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satisfaisant  aux  mfimes  conditions;  si  Ton  prend  pour  ces  nombres 


ou 

n  n 

---  hi,  —  - 

2  4b 


—  i 


2, 


suivant  que  /i  est  impair  ou  pair,  on  voit,  en  se  rappelant  que  £ 
est  une  fonction  impaire  et  que  Ton  a  £0^  =  v^  ,  que  la  quantity  pr&- 
c^denle  est  toujours  nulle;  on  peut  done  6crire 


On  deduit  de  la,  en  prenant  les  d£riv£es  logarithmiques, 

(xxi.) 


(r) 


puis,  en  prenant  la  d^riv^e  par  rapport  a   u  et  changeant  les 

signes(<), 


(p(u 
.  \ 


(XXI;) 

136.  Nous  poserons,  conform£ment  aux  notations 

(XXI,)    HJ  = 


(XXI.)    "t=p(^ 


( * )  Les  formules  (XXI)  ont  dft  6tre  donn^es  par  M.  Weierstrass  dans  ses  Le?ons 
de  1870-1871.  Voir  1'important  M^moire  de  M.  Kiepert  :  Ueber  Theilung  und 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  (Mathematische  Annalen,  t.  XXVI, 
p,  369).  La  formula  (XXI4)  y  est  obtenue  en  prenant  pour  point  de  depart  la 

consideration  des  poles  de  la  fonction  plu   — l>wIJ;  JYgalit^  enlre  les  deux 

membres  est  une  consequence  facile  du  th^or^me  de  Liouville;  les  formules 
(XXF,),  (XXI,)  soat  ensuite  obtenues  par  des  integrations  successives.  On  verra 
plus  tard  que  la  formula  (XXI4)  est  une  consequence  immediate  du  the'oreme 
de  M.  Hermite  sur  la  decomposition  en  elements  simples. 
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Le  calcui des  quantitds  »<  ,  H3  se  fait  sans  difficult^.  On  a  (XXI3 ) 


(r) 

on,  en  vertu  des  relations  (XIIS), 


(»•)  (r) 

mais  la  somme 


est  nulle,   comme  on  le  voit  par  un  raisonnement  semblable  a 
celui  qui  a  &le  fait  plus  haut  :  on  a  done 


(XXI5)  Ha  =  /i7j3 

D'ailleurs,   puisque  n  est  positif,  les  quantites  HI  co3  —  H3  —  et 

'f\\  WB  —  ^3  «*>i,  qui  sont  toutes  deux  £gales  a  it  —  >  sont  de  m^me 

signe  :  elles  sont  done  ^gales.%De  leur  egalite  et  de  la  formule 
precedente  on  deduit 

(XXI.)  H,  =  7|,-H  2^1  Pt. 

137.  On  peut  deduire  de  la  formule  fondamentale,  par  le  chan- 
gement  de  u  en  M+^,M  —  w3  —  —  ?  w  +  w3,   des  expressions 

ft  Tl/ 

analogues  pour  les  fonclions  rfa(w    -^'  W3J  (a=i,  2,  3).   Nous 

donnerons  un  peu  plus  loin  un  exemple  de  ce  calcui;  mais  il  est 
plus  commode  de  deduire  ces  r£sultats  des  expressions  de  ces 
fonctions  decomposees   en  facteurs  primaires   (XVII4),  en  em- 
ployant  la  m^me  marche  que  plus  haut. 
Partons  done  de  la  formule 


T.etM.-I. 
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ou  Ton  suppose 

(l>! 

8  =  2jJL  --  h  2V(08, 

[A,  v  devant  prendre  tous  les  syst^mes  de  valeurs  entires.  Solent 
J*(h  fi,  ^2?  •  •  •>  f/i-n  /i  entiers  tels  que  la  difference  de  deuxquel- 
conques  d'entre  eux  ne  soit  pas  divisible  par  n;  pour  faire  coin- 
cider  ces  notations  avec  les  pr^c^dentes,  il  suffir^  de  supposer  r0 
divisible  par  n.  Groupons  ensemble,  dans  le  produit  infini,  les 
facteurs  primaires  tels  que  les  nombres  (x  soient  congrus  a  —  r 
suivant  le  module  n;  les  valeurs  de  s  auxquelles  ils  correspondent 
sont  donn^es  par  la  formule 


en  sorte  que,  pour  Fun  de  ces  facteurs  primaires,  s  —  ~  peut 
s'ecrire 


Le  nombre  (ar-f-i)—  n'est  jamais  congru  £  z£ro  suivant  le  sys- 
t£me  de  modules  2to,,  2<o3;  quant  aux  nombres  a',  v,  ils  doivenl 
prendre  tous  les  sysl£mes  de  valeurs  entieres;  d'apres  la  for- 
mule (V<),  le  produit  de  tous  ces  facteurs  primaires  sera  done 


Par  consequent  tf^  (  u  —  >  w3  \  sera  ^gal  au  produit 

T-4-I         \ 
tot  1 


WH 


par  une  puissance  de  e  dont  Fexposant  sera 
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D'ailleurs  1'expression  (XXI4)  de  p  (u  —  >  o)8]  montre  que  Ton  a 

^^       /  i  A*  H—  I         \ 

EI  =  2+P  (      n      wi  )  —  *  PI  ,       (/'  =  r0,  /-!,  . . . ,  r,,-i ); 


1'exposant  de  e  se  reduit  done  a 


Quant  ^  la  quanlite  2^(~ — ^^ij,  on  d^montrera  qu'elle  est 

(r) 

egale  a  2~ — "r^1'  so^  directemenl,  comme  plus  haut,  pour  une 

(r) 

somme   analogue,    soil  en   faisant    u  =  —  dans  1'expression   de 

' 


— ,  fo3 ),  qui  devicnt  alors  £gale  a  H,  ou  a  rH  -f-  - — -  Pi.  Fina- 
n         /     *  °  n 

Iementv»n  a  done 


(XXI, 


r  =  (r0f  /'i,  ..,,  r«-i). 
Mais  on  a  aussi 


r-hi      \  / 

O)!  j  OM  M 


2  r-hi      \  /          a  r  -t-  1  —  n  \ 

Wj  -+-  Wj 


/  2  7*  -f-  I  —  71 


a  cause  de  la  formule  (XII3)7  et  par  consequent  on  peut  encore 
^crire 


(XXIT 


138.  Si  de  m&ne  on  remplace  dans  la  formule  (XVIIi)  a  par 
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6)j  par  —  (ce  qui  change  5  en  s  =  *[*•  —  H-  av<i>3j,  puis,  simutla- 

n&nent,  w  par  —  u  et  s  par  —  s,  on  reconnait  que  le  produit  des  fac- 
teurs  primaires  qui  correspondent  aux  nombres  [/.  =  —  r(mod.  w), 
c'est-i-dire  aux  indices  s  pour  lesquels  on  a 


8 —  0)3=  5 


n 
au  produit  de 

2  r  H-  i  \        ^  /          ar-4- 1  —  /I      ___      \ 

\       ^  ~  trij        0)^ 


/ 


2  r  -f-  1 


\  /  a  r  -4-  I  —  /I 

cTI  -  wi  —  < 
/  \         ^ 


par  une  puissance  de  e  dont  I'exposant  est 


On  a  d'ailleurs 

v  ^ 


(r  =  r0,  r4,  ...,  r«-i), 
et  1'on  trouve,  toujours  par  le  m^me  mode  de  raisonnement, 


(r) 


en  effet,  le  premier  membre  ne  depend  manifestement  pas  du  sys- 
time  de  nombres  incoogrus  (modulo  n)  choisis  pour  r0,  rM  .  .  ., 
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^/i-«?  et  I'on  v^riGe  de  suite  que  les  deux  sommes  sonl  nulles, 
com  me  se  composant  de  termes  £gaux  et  de  signes  contraires 
quand  on  prend  pour  ces  nombres  o,  i,  2,  ...,  n  —  i . 
On  a  done  fmalement 


(XXIB) 


—  n 


n 


—  n 


" 


(r  =  /•„,  r,, 


Enfin  on  trouve  de  m£me 


(XXI.) 


(r  = 


139.  Les  formulas  qui  precedent  peuvent  etre  transform^es  de 
diverses  mani&res;  mais,  pour  ces  transformations,  il  convient  de 
distinguer  le  cas  ou  n  est  pair  de  celui  ou  il  est  impair. 

II  suffit  d'ailleurs  de  considerer  le  cas  ou  n  est  impair  (*)  et 
celui  ou  n  =  2.  En  effet,  si  Ton  ^litexprimerles  fonctions  formers 
avec  les  p^riodes  ^^>  20)3  au  moyen  des  fonctions  form^es  avec 
les  periodes  2ton  2o>3  dans  ces  deux  cas,  on  le  saura  toujours. 

140.  Soil  d'abord  n  =  2.  Nous  supposerons,  pour  ce  qui  re- 
garde  les  fonctions  a1,  £,  p,  que  Ton  prenne  r{  =  i ;  on  aura  d'ail- 
leurs  2?^  =  e< ;  done 


(XXHi) 


=  e 


=  e  2    orwo'i  w 


(XXII.) 


~» 


wi         \ 

—  ,0>3j  = 


pa  — 


(')  II  suffirait  meme  manifestement  de  ne  conside>er  que  le  cas  ou  n  esl pre- 
mier impair,  mais  les  formules  qui  suivent  imme'diatement  ne  seraient  en  rien 
simplifies  si  nous  faisions  cette  restriction. 
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— 


—  >  «s     = 


Ges  deux  demises  formules  donnent  le  moven  de  calcuier  H(, 
J,  E,,  E8  et  Ton  trouve  successivement 


(XXII,) 
(XXII,) 


—  61  = 


3to, 


^ 

EI  =  p  --  h  p  --  e\  =  p 
a  2  2 


i'oii,  en  se  reportant  a  1'expression  (XIV3)  de  p-~> 


Enfin,  puisque  FH  -h  E2-f-  E3  doit  etre  mil,  on  aura 
(XXIIj)  E2=  e!  —  2/^j  —  e2/e,  —  e3, 

formule  qu'il  serait  d'ailleurs  aise  d'obtenir  directement. 
La  fonctiony  =  pu  verifie  Tdquation  diffdrentielle 


la  fonction 


doit  done  verifier  Tequation  diflferentielle 


resullat  que  le  lecteur  pourra  etablir  directemenl. 

141.  Dans  les  formules  relatives  aux  fonctions  S1,  ,  ^2?  ^3?  nous 
supposerons  r0=  o,  rt  =  i  .  On  aura  alors 


,  tui 
•z 
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En  tenant  compte  de  l^galit^  (XV2)  pour  a  =  ^  et  a  =  i, 


\  f  \  I 

des  relations  entre  les  carres  des  fonctions  rfa,  rfaw  et  la  fonc- 
tion  puj  enfin  de  la  valeur  trouv^e  pour  p  — (XVIa),  on  trouve 
sans  peine  les  formules 

[wj      n 
*  T 
^i  u  —  (ei — et)(ei — ea) °*  u  I 
••»?    J 


(XXHIt)  ( 


De  meme 


•(• 


*i- 

2    2 


Cette  expression  peul  se  transformer  de  diverses  manieres;  par 
exemple,  en  remarquant  que  r<5galit<§  (XV8),  dans  laquelle  on  a 
permut^  it  et  a,  devient,  pour  «:r=-~  et  a  =  2,  (3  =  i ,  y  =  3, 


on  Irouve 


[<**—     T 
tf|a  +  (ei-e,)-^tf«tt 
tf»T      J 


«  H 


i—  ei)c*«  I 


•i 


232  C1LCUL  DIFFfiRENTlEL. 

Apris  des  reductions  faciles  et  en  faisant  usage  successivetnent 
des  <5gaIiU§s  (XVI2),  (XIV),  (XI4),  on  trouve  encore 


—9 


(XXJIlj) 


En  fin  on  aura 


(XXIII3) 


—     ^T"  \/g|—  gatfJMH-  V/gj—  et<X\U 

^—  6  ..  .  -i  — —      — " 


/ei  —  e3-h  yei  — -6* 


,    C0         =C 


—  ' 


•.  e  *    tf2  u  /p  u  —  £2  v/P u  —  ea  • 


Dans  ces  diverses  formules  les  radicaux  ont  le  sens  precis  qui  a 
&{.&  adopt6  au  n°  HI  et  elles  ne  supposent  rien  sur  le  signe  de  la 
partie  imaginaire  du  rapport  des  p^riodes. 

142.  On  pourrait  obtenir  de  la  meme  fagon  les  formules  rela- 
tives aux  fonctions  a*  ( u  \  o)< ,  —  )  >  <3*a  (  u  \  w4 ,  —  );  mais  on  les  de- 

\       I       17     '2   ]  \  2    / 

duit  des  pr^c^dentes,  en  remarquant  que  Ton  a 


(«|«,,  ?)- 


(Ws 
W|CO!,   -^ 

(Wa 
wl°)i»7- 


==  tfs(  " 

/ 
=0*1^ 


en  sorte  qu'on  obtiendra  les  formules  cherch^es  en  £changeant  les 
indices  i  et  3  et  laissant  Findice  2  invariable;  ilfaut  toutefois,  si 
Ton  veut  n'(5crire  jamais  que  les  radicaux  ye{  —  e^  ye\  —  e%, 
z  — ^s,  tenir  compte,  apr^s  avoir  fait  cet  ^change,  des  formules 
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(Xina),  (X6);  on  obtient  ainsi 


233 


(XXIVt) 

(XXIV,)  C    a  |  Wl,          ==  e,  a  -h  C  a 

(XXIV3)  p(  u\  toi,  ^j  = 


(XXIV4) 


(XXIV.) 


/  to  3  a>3\  / 

E2  =  P(  wi-»-  "^    wi»  ~  )  =  es—  '2\/e1-~ 


2—  e3, 


=  P 


et 

(XXVO      tf, 


(XXV,) 


\         ^     2   / 

(l)3  \  — — 

"       ~*)~e 


—  e2, 


—    ^T"  /^i  —  e3  tf|  M  —  /e2—  ^3  tf  ? 


— 


=  e 


(XXV3) 


/„,,.   »»\ 

,(«I-,,TJ». 


/eg— 


=  e2    c5/2a(pw  —  e3 — ^e\ —  < 


143.  Supposons  maintenant  n  impair. 

Les  formules  qui  donnent  les  expressions  de 


alir  t°8)1  (a==I' 
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peuvenL  alors  Stre  comprises  dans  une  formule  unique.  En  effet, 
les  n  nombres  2r  +  i  — /i,  (r=  r0,  rn  ...,  r*_4),  qui  figurent 
dans  deux  d'entre  elles,  sont  tous  des  nombres  pairs  et  la  diffe- 
rence de  deux  quelconques  d'entre  eux  n'est  pas  divisible  par  n\ 
il  en  re"sulte  que  les  n  nombres  2r  -f- 1  —  n  peuvent  Atre  regarde's 
comme  formant  un  systeme  complet  de  nombres  incongrus  (mo- 
dulo /i),  absolument  comme  les  nombres  r\  inversement  les  Ele- 
ments d'un  tel  systeme  peuvent  toujours  e*tre  mis  sous  la  forme 
pre'ce'dente,  en  sorte  que  rien  n'emp£che  d'e*crire  les  trois  for- 
mules  (XXI7_9)  sous  la  forme  unique 


(r) 


cVI  — 


,,),     (a  =  1,2,  3). 

[jcui  cLiuuic  aupjjLisci   /  Q  ',—  o ,  les  nombres  r^?  7*3,  .  .  . ;  / 

;  alors  incongrus  entre  eux  et  incongrus  a  zero  (modulo 

alors  les  quatre  formules  relatives  ^ 


On  peut  encore  supposer  r0 


prennent  la  forme  tres  sym^trique 


(XXVI.) 


a*/  u 


«,      \ 

—  ,U>3J  = 


n 


(r  = 


(r) 
2,3). 


Dans  ces  formules  figurent  /i  —  i  nombres  pairs  zr  qui  sont 
assujettis  &  la  seule  condition  qu'aucun  d'eux  n'est  divisible  par  n, 
non  plus  que  la  difference  de  deux  quelconques  d'entre  eux.  On 
pourrait,  en  cUtruisant  a  la  v^rite*  un  peu  la  syme'trie,  introduire 
aussi  bien  n  —  i  nombres  impairs  2r  —  i  assujettis  exactement 
aux  m£mes  conditions  ;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer,  dans  les 
formules  pre*c6dentes,  ^o)<  par  ar7'7l(o<  +  o)4  et  d'appliquer  les 
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formulas  (XII8)  relatives  &  1'addition  d'une  demi-p^riode;  on 
trouvera  sans  peine,  en  observant  que  les  n  —  i  nombres  ar  —  i 
sont  tous  des  nombres  impairs  et  que  la  difference  de  deux  quel- 
cbnques  d'entre  eux  n'est  pas  divisible  par  n,  de  mfime  que  les 
n  —  i  nombres  ar  —  ;i, 


(XXVI,) 


„, 


"•> 


On   pourra   prendre,   par  e*emple,    pour  les  n  —  i  nombres 
2r  —  i  la  suite 

—  w-f-'2,  —/14-4,  •••>  —3,  —i,  i,  3,  ...,  AZ  —  4,  w  —  2. 

144.  Si  dans  les  formules  (XXVI,)  on  prend  pour  les  nombres 
ysr  la  suite 

--AH-T,  —  n  -h  3,  ...,  —  2;  2,  4?  •••»  /i  —  i» 

elles  deviennent 


(XXVI,) 


2T       \        /  2T       \ 

0)1)0'     W  --  Wt) 

n      /     \          n      I 

— 


II  n'est  pas  m6me  n^cessaire  de  sp^cialiser  autant  les  valeurs  de  r. 
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Choisissons,  en effet,  ->-"""•  -  nombres  /*i,  ra,  ...,/•_  tels qu'aucun 

d'eux  ne  soil  divisible  par  n,  non  plus  que  la  difference  ou  la 
somme  de  deux  d'entre  eux;  cela  est  toujours  possible,  puisque  les 

nombres  1,2,  . . . , salisfont  &  ces  conditions;  il  est  clair que, 

parmi  les  n  —  i  nombres 

T~          •  ~T~ 

aucun  ne  sera  divisible  par  /?,  non  plus  que  la  difference  de  deux 
quelconques  d'entre  eux.  En  prenant  ces  n  —  i  nombres  pour 
rt ,  r2,  . . .,  rn_t,  on  arrive  evidemment  aux  m£mes  formules  que 
precedemment ;  seulement  r,  au  lieu  de  prendre  les  valeurs  i, 
2,  . . . ,  """  •,  doit  prendre  les  valeurs  rl?  ra,  . . . ,  rn  . 

Ceci  pose,  les  formules  precedentes  montrent  clairement  que 


les  fonctions  4  (u  ~?  w8j, 

facteur  exponentiel  e"'p«,  en  fonction  eniiere  de 
par  exemple,  en  tenant  compte  des  relations  (VII<, 


s'expriment,  sauf  le 
0°  a> 


(XXVI») 


De    m^me,   en    tenant    compte  de  la    relation    (XV2)    pour 
a  =  — tOj  et  de  la  relation  (XI4),  on  trouve 


(XXVI,) 


rfir-) 


r 

u\l\**u-(e°-^(e*- 

JL  J.  I  a  /ar     \  I 

(r)     I  1)1   U)j   I   —  CM        \ 

L  \  n      J  J 


I 
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Dans  ces  diverses  formulas,  r  doit prendre  les  valeurs  i,  2,  ..., 
^i  ou,  si  Ton  veut,  les  valeurs  r0  ra, . . .,  r^ _ f  denies  plus  haut. 

2 

On  pourrait  transformer,  d'une  fa<jon  analogue,  les  formulas  ou 
figurent  des  multiples  impairs  de  — ;  nous  ne  nous  y  arrfiterons 
pas. 

143.  Enfin,  comme  rien  dans  ce  qtii  pr6c6de  ne  distingne  les 
p^riodes  to,,  to3,  on  peut,  en  tahangeant  les  indices  i  et  3  etlais- 
sant  invariable  1'indice  2,  forire 


n 


(XXVII.) 


oV   — t 


Dans  ces  formules,  r  doit  prendre  n  —  i  valeurs  r,,  /'2,  ..., 
rn_i,  dont  aucune  ne  soit  divisible  par  n  non  plus  que  la  diffe- 
rence de  deux  quelconques  d'entre  elles. 
II  est  facile  d'etablir  les  relations 

HI  =  /i7]i  -f-  20) i  PS, 

(XXVII,)  ,  2u>sD 

n;=i. +  — p.. 

Quant  a  P3,  il  est  d^fini  par  l^galit^ 
(XXVIIj)  aP3 

On  peut  ecrire  aussi 


(xxvu4; 


«    , 


tf« 
)- 

^a 


ie 
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n  —  i 


Dans  ces  formulas,  r  doit  prendre  -  valeurs  dont  aucune  ne 

i     2 
soil  divisible  par  n  noa  plus  que  la  somme  ou  la  difference  de 

deux  quelconques  d'entre  elles. 

Si  Ton  porte  Pattenlion  sur  la  formule 


on  voit  que  la  solution  du  problertie  pose*  ne  depend  plus  que  de 
la  recherche  de  la  quantile 


et  desfonctions  svme'triques  des  quantitds  dont  P(  est  la  somme, 
fonctions  sym£triques  qtii  entrent  dans  le  produit  qui  figure  dans 
le  second  membre.  C'est  Ja  un  probleme  d'Algebre,  sur  lequel 
nous  aurons  a  revenir  plus  tard,  et  dont  la  solution,  lorsque  n  esl 
premier,  depend  d'une  Equation  de  degr£  n  +  i  . 

146.  Les  pages  qui  pr£c£dent  mettent  en  Evidence  Timportance 
de  Pope'ration  qui  consiste  £  substituer  au  couple  de  demi-p&- 
riodes  (w^  o)3)  le  couple  (aw,  -+•  pco3,  y^*  4-  Sw3).  Nous  aurons 
besoin  plus  lard  de  connaitre  quelques  notations  et  propositions 
concernant  la  th^orie  de  ces  substitutions  ;  nous  les  rassemblerons, 
a  la  fin  de  ce  Chapitre,  dans  les  num&ros  qui  suivent,  afin  de  ne 
pas  4tre  obliges,  quand  nous  aurons  4  les  invoquer,  d'interrompre 
la  suite  naturelle  des  raisonnements. 

D^signons  par  xy  y  deux  quantit^s  quelconques;  ce  seront,  si 
1'on  veut,  des  inde'termin^es,  ou  bien,  comme  dans  les  n08  123  et 
suivants,  des  nombres  ^  rapport  imaginaire.  Nous  appellerons  sub- 
stitution^ *  )  Top^ration  qui  consiste  a  remplacer  ces  quantit^s  x,y 
par  deux  autres  qui  en  soient  des  fonctions  line"aires  a  coefficients 
ditermine's  et  de  determinant  non  nul;  si,  parexemple,  nous  rem- 
plac,ons  x,  y  respectivement  par  a.x  +  ^y^  yo;  H-  Sjp,  nous 


(')  Le  mot  substitution  a  une  significatioo  beaucoup  plus  g£nlrale  que  nous 
n'aronfl  pas  &  ckvelopper  ici. 
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gnerons  cetle  operation  par  le  symbole 


Nous  emploierons  souvent  une  seule  lettre  pour  designer  la 
m6me  operation ;  si  nous  e"crivons,  par  exemple, 

«      f  *    $\ 

S=U  »> 

nous  entendrons  simplement  que  1'operation  S  est  la  m£me  que 

1'ope'ration 

/  a     P 

\  Y     o 

Si  nous  effectuons  cette  operation  sur#,  y  et  si  nous  effectuons 
ensuite  sur  les  quantit£s  v.x  +  $y,  y#  •+•  8j,  Top^ration 


y  s-y 

cela  reviendra  a  remplacer  a^c  4-3^,  y^  4-  %y  Par 


et  1'on  aura  finalement  remplac^  ^p,  y  par  les  seconds  membres 
des  equations  pr£c£dentes,  c?est-a-dire  qu'on  aura  efiectu^  sur 
x,  y  reparation 


La  double  operation  qui  consiste  ^  effectuer  sur  x:  y  Fop^ra- 
tion  S,  puis  sur  les  quantit^s  qui  remplacent  alors  x,  y  1'op^ra- 
tion  S',  s'^crit 

S'S  =  /     ,    ^f   \     f         g    \  =  (     '    _L_  §'        'fl-f-8'8  /' 

les  operations  s'effectuant  dans  le  sens  indiqu^  par  leurs  symboles 
en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche,  Le  determinant  de  la  substi- 
tution S'S  est  egal  au  produit  des  determinants  des  substitutions 
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S  et  S'.  II  est  essentiel  de  remarquer  que  les  deux  symboles  S'S 
et  SS'  dlsignent  en  g£n£ral  des  operations  diflferentes. 
Si  Sff  est  un  troisi^me  symbole  de  substitution 


on  d^signera  par  le  symbole 

S'S'S 

['operation  qui  consiste  i  effectuer  sur  #,  y  Pop^ration  S,  puis  sur 
les  quantit^s  ainsi  obtenues  1'op^ration  S',  puis  sur  les  r^sultats 
Fop6ration  S",  ce  qui  donne  finalement 


Cela  revient  encore  &  effecluer  sur  x,  y  une  certaine  substitution 
lin^aire  dont  il  est  bien  ais^  de  calculer  les  coefficients. 

Les  substitutions  S'S,  S"S'S  sont  dites  composees  avec  les  sub- 
stitutions S,  S'  ou  S,  S',  S".  II  est  clair  que  la  notion  de  composi- 
tion peut  s^tendre  de  procbe  en  proche  a  un  nombre  quelconque 
de  substitutions. 

Si  S;  et  S  repr^sentent  la  meme  operation,  c'est-a-dire  si,  en 
conservant  les  notations  anterieures,  on  suppose 

«'=«,        p'=p,        Y'=Y>       8'=  8 

(ce  que  Ton  6crit  plus  rapidement  S'=  S),  on  convientd'^crire  S2 
a  la  place  de  SS;  de  m6me  S3  a  le  meme  sens  que  SSS.  On  com- 
prend  d^s  lors  ce  que  signifie  un  symbole  tel  que 


ou  /?,  /?(,  /?2,  p*  sont  des  nombres  entiers  positifs  ;  on  doit  effec- 
tuer sur  x,  y  1'opdralion  S  une  premiere  fois,  puis  encore  cette 
m^me  operation  sur  les  r^sultats,  etc.,  en  tout,  p  fois;  puis,  sur 
les  r^sultats,  reparation  S'  une  premiere  fois,  sur  les  r^sultats 
encore  la  mgme  operation  S'  une  seconde  fois,  etc.,  en  tout 
pf  fois,  etc. 

II  est  &  remarquer  qu'on  peut  ^crire 

S*S'S  =  S"(S'S),        S/rS'S  =  (S^Sf)S, 
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les  parentheses  indiquant  que  les  operations  multiples  dont  elles 
enferment  les  symboles  doivent  6tre  remplac^es  par  une  seule  op6- 
ration  :  la  premiere  £galit£  n'exprime  pas  autre  chose  que  la  d6fi- 
nition  mgme  du  symbole  S"S'S;  la  deuxteme  veut  dire  que  Top^- 
ration  S^'S'S  revienL  &  efFectuer  d'abord  1'op^ration  S,  puis,  sur 
les  r^sultats,  F  operation  S*  S'.  Cela  est  a  peu  pr£s  Evident,  else  vd- 
rifie  d'ailleurs  sans  difficult^. 

II  r^sulte  ais&nent  de  la  que,  dans  un  produit  symbolique  de 
substitutions,  on  peut  grouper  ensemble  plusieurs/ac/ewrs  cons£- 
cutifs  ('). 

147.  En  supposant  toujours 

s-  (  "  M 

u  «> 

on  d^signe  par  S"1  un  symbole  de  substitution 


tel  que  Ton  ait 


On  voit  alors,  par  ce  qui  precede,  que  les  nombres  a',  J3',  y', 
sont  d^termin^s  par  les  quatre  Equations 


Y'a-t-8'Y=o,        Y'P  +  ^'Sn:!. 
En  resolvant  les  deux  premieres  par  rapport  a  a',  ft'  et  les  deux 


(')  Ea  conservant  les  m6mes  notations,  1'operation  pr(ic6dente  S"S'S,  par 
example,  peut  etre  definie  d'une  fuQon  un  peu  diflerente  :  on  suppose  que  les 
operations  partielles  que  Ton  va  de"crire  s'effectuent  non  plus  de  droite  £  gauche, 
mais  bien  de  gauche  a  droite. 

Partons  des  formes  line*aires  a" x  •+-  $" y,  y" 'x  -h  8"^,  dont  les  coefficients  sont 
les  e'le'ments  du  premier  symbole  (en  partant  de  la  gauche)  S";  remplacons-y  les 
variables  x,  y  par  les  expressions  line'aires  a'a?  -f-  P'jr,  7'  x  •+•  8'^,  dont  les  coeffi- 
cients sont  les  Elements  du  second  symbole  S' ;  puis,  dans  les  formes  transformers, 
meltons  encore,  a  la  place  de  a?,  yt  les  expressions  line'aires  aa?-t-  $y,  ya?+  8^ 
dont  les  coefficients  sont  les  e'le'ments  du  troisieme  symbole  S;  les  coefficients  des 
formes  finales  seront  les  gle'ments  du  symbole  compose*  S"S'S. 

T.  et  M.  —  I.  16 
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autres  par  rapport  &  y7,  8'  et  en  d£signant  par  (3E>  le  determinant 

il  vient 

/     8 
5' 

_  1.    .. 
CD'    CD 

II  importe  de  remarquer  que  la  substitution  inverse  de  S"1 
est  S;  en  d'autres  termes,  on  a 


=  ss-i  =  (  *   °  V 

\  o     i  J 


On  d^signe  par  S°  la  substitution  identique  (  ]>  qui  n?al- 

re  pas  les  variables. 

Le  symbole  S*  a  &(&  d^fini  pour  n  entier  positif  ounul;  on 
convient  de  donner  au  symbole  S~n  le  m6me  sens  qu'^  (S~*)".  II 
est  ais^  de  voir  que,  quels  que  soient  les  entiers  positifs,  nuls  ou 
n^gatifs,  m  et  TI,  on  a 

SmS;*  =  Sm+n. 

Cette  £galit£  est  ^vidente  quand  /n,  n  sont  positifs  ou  nuls;  bor- 
nons-nous  done  &  6tablir  1' 


o     i 


d'oii  il  est  ais£  de  d^duire  ensuite  les  autres  cas.  En  supposant 
par  exemple  n  =  3,  on  aura 

S*  S-'  =  SSSS-i  S-*  S-«  =  SS  (  SS-1  )  S-»  S-i  ; 

com  me  SS"1  =  S()  est  la  substitution  identique,  on  peut  ^videm- 
ment  la  supprimer  et  Ton  a  ensuite 


SSS-IS-*  = 
le  raisonnement  est  g^n^ral. 
Observons  encore  que  l'£gali 
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ou  S,  S',  S",  T  sont  des  symboles  de  substitution,  entraine  l 


on  tire,  en  eflfet,  de  la  premiere 


et  le  premier  membre  peut  s'^crire  successivement 

S"S'(SS-i)S'-»  =  S*S'S'-i  =  S'(S'S'-i)  =  S*. 
La  m6me  £galit£  entraine  la  suivante  : 

S  =  S'-^S'-iT. 

148.  Les  substitutions  de  cette  nature,  a  coefficients  entiers,  a 
determinant  +  i,  jouent,  comme  on  I'a  d£ja  vu  aux  n08  124  et  sui- 
vants,  un  r6le  particuli^rement  important  :  elles  m^ritent  de  nous 
arrSter  quelque  peu.  D'abord,  on  voit  qu'en  composant  entre 
elles  deux  pareilles  substitutions,  on  trouve  une  substitution  qui 
appartient  au  m£me  type,  puisque  les  coefficients  en  sont  encore 
entiers  et  que  son  determinant  eSt  egal  a  un  comnie  produit  des 
determinants  des  substitutions  proposees. 

Parmi  les  substitutions  de  ce  type,  on  peut  signaler  les  sui- 
vantes  : 

T=  ,        U= 


(     "      '),        V=('     M. 
\  —  i     °  /  \oi/ 


II  est  tr^s  remarquable  qu'on  puisse  les  obtenir  toutes  en  com- 
binant  deux  de  celles-la,  les  deux  premieres,  par  exemple,  etleurs 
puissances  positives  et  negatives. 

Que  la  derni^re  se  ram^ne  aux  deux  premieres,  c'est  ce  qui 
de  Tidentite,  bien  facile  ^  verifier, 


V  =  TUT. 
On  tire  de  la 


Par  suite,  toute  puissance  positive  ou  negative  de  V  s'exprimera 
en  composant  les  substitutions  T,  U  et  leurs  puissances. 

Avant  de  d^montrer  la  proposition  6nonc£e,  observons  tout 
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d'abord  que  Ton  a 


puis 

/«    P\T_/«+P    P\          /«    P 

VY  «/        VY  +  «   «/'      VY   « 

On  tire  ais^raent  de  ces  derni^res 

(•  fM-i 

Vv     8^  I 

et,  en  particulier, 


Ces  diverses  relations  sont  d'ailleurs  vraies,  que  n  soit  positif  ou 
n^gatif. 

149.  Ceci  posd,  nous  ^tablirons  la  proposition  que  nous  avons 
en  vue  dans  un  cas  particulier  auquel  nous  ram^nerons  tous  les 
autres,  celui  ou  Tun  des  nombres  a,  (3  est  nul.  Puisque  a3  —  ^y 
est  egal  ^  un,  on  doit  avoir,  si  a  est  nul,  soit 


soit 

P=-'»     T  =  «; 

et  si  p  est  nul,  on  doit  avoir,  soit 

<z  =  i,  S  =  i, 

soit 

a=  —  i,        8=  —  i. 

On  a  done  a  consid^rer  les  quatre  substitutions 

U  ;)-(:-,').  (;:).(-/-•,)• 

ou  Y  et  S  d^signent  des  entiers  positifs  ou  n£gatifs  quelconques. 
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La  deuxteme  et  la  quatrteme  se  ram^nent  &  la  premiere  et  4  la 
troisi£me,  puisque  Ton  a 


D'ailleurs,  on  a 
et,  d'un  autre  c6te, 


—  I       O 


par  consequent 

/  t  \ 

=  UV-8. 


Par  suite,  le  th^oreme  est  demontr6,  dans  le  cas  ou  Tun  des 
nombres  a,  [3  est  nul. 

150.  Pla9ons-nous  maintenant  dans  le  cas  general. 
L'identite 


/« 

\7 

montre  que  Ton  peut  metlrc  (        .   )  T~"  sous  la  forme 
n  r  \  Y    8  / 


ou  a,  est,  en  valeur  absolue,  le  reste  de  la  division  de  a  par  p.  Si 
ce  reste  est  nul,  on  s'arre'tera  la;  sinon,  on  emploiera  la  relation 


et,  en  multipliant  &  droite  par  une  puissance  convenable  1"%  on 
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mettra  le  second  membre  sous  la  forme 

/Pi 

U  t 

oil  (3<  est,  en  valeur  absolue,  le  reste  de  la  division  de  —  (3  par 
en  sorle  que  Ton  aura 


ou 


Si  p«  estnul,  le  th^orfeme  est  verifi^,  puisque  alors  la  substitu- 
tion (     *         j  s'obtient  en  composant  les  substitutions  T,  U  et 

leurs  puissances.  Si  ^  n'est  pas  nul,  on  conlinuera  de  la  m£me 
fa^on,  et,  comme  a<  est  plus  petit  que  (J,  on  parviendra  toujours  a 
meltre  la  substitution  proposee  sous  la  forme  annonc^e,  apr^s  un 
nombre  fini  d'op6rations. 
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CHAP1TRE  TIL 

LES    FONCTIONS    ». 
I.  —  D^veloppements  des  fonctions 


151.  Les  fonctions  rfz/,  a^a  de  M.  Weierstrass,  que  nous  avons 
etudi^es  particuli&rement  jusqu'ici,  offrent,  en  raison  de  leur  sy- 
m^trie,  un  grand  int£r£t  et  une  grande  utilit^;  mais  cette  sym^- 
trie  m^me  laisse  confondues  des  propri^s  que  1'emploi  d'autres 
^l^ments  analytiques  permet  seul  de  d^m^ler. 

Ces  nouveaux  ^l^ments  analytiques  ont  6l&  introduits  dans  la 
Science  par  Jacobi  :  leur  de*couverte  est  assortment  un  de  ses 
plus  beaux  litres  de  gloire  (*).  Us  peuvent  6tre,  comme  on  -le 


(»)   Voir  LEJEUNE-DIRICHLET,  Gedachtnissrede  auf  Jacobi  (GEuvres  de 
cobi,  t.  I,  p.  i4). 

T.  et  M.  -  II.  i 
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verra  bientdt,  £tudi£s  directement  sur  leur  definition;  leur  £tude 
peut  aussi  6tre  rattach^e  &  celle  des  fonctions  du,  <Jau.  Us  se  pr£- 
sentent  naturellement  quand  on  d^veloppe  ces  dernieres  fonc- 
tions en  s£rie,  sous  line  forme  que  nous  allons  faire  connaitre  (*). 
Dans  ces  developpements  en  s^rie,  comme  dans  les  fonctions 
de  Jacobi,  les  deux  p^riodes  ne  jouent  plus  le  meme  r6le.  Nous 
ferons  desormais  la  supposition  suivante,  qui  est  essentielle  : 

Le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  ~  est  positif. 


Gela  revient  &  admettre  que  Tangle  forrn^  par  les  deux  direc- 
tions, qui  vont  u  point  o  aux  deux  points  2o>n  aw3  du  parall^lo- 
gramme  des  p^riodes,  a  la  disposition  directe. 

D'autre  part,  nous  ne  consid^rerons  plus  que  des  couples 
(201,  2Q3)  proprement  equivalents  au  couple  primitif  (acoj,  2o>3) 

de  sorte  que  le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  ~  sera  aussi  positif 
et  qu'il  faudra  toujours  prendre  le  signe  sup^rieur  +  dans  les  for- 
raules  (X«)  et  (XX3);  ainsi  Ton  aura  toujours 


(XXVIII,) 


HiQ3— 


152.  Nous  allons  d'abord  ^crire  sous  une  autre  forme  la  for- 
mule  (X,)  qui  donne  Texpression  en  produit  infini,  ^  simple 
entree,  de  la  fonction  a1,  ainsi  que  les  formules  analogues 
(XVH3_5),  relatives  aux  fonctions  rf0  rfa,  rf3- 

Nous  emploierons  les  notations  suivantes  (*) 


(XXVIII,)  • 


.(•)  C'est  la  marche  suivie  par  M.  Weierstrass  dans  ses  cours  professes  a  1'Uni- 
de  Berlin;  c'est  aussi  celle  de  M.  Schwarz  dans  Yes  Formeln   und 


Lthrsatze. 
(»)  M.  Hermite  a  souvent  employ^  le  symbole  u>  pour  repre*senter  le  rapport  —  s; 

***! 

c'est  aussi  la  notation  adopted  par  M.  Weber  (Elliptische  Functi  nen  und 
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mute»  (XVII2)  avec  les  notations  actuelles,  a  savoir 


(XXX) 


(2) 


(3)      5 

Joignons  a  ces  formules  celle-ci  : 

(XXX4)  »»;iwi 


[n-*> 
i      vi     4 
6~Ai- 
/7=i 


qui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (X4)  ecrite  avec  le  nouveau 
systeme  de  notations.  En  ajoutant  les  trois  premieres  coalite's,  en 
se  rappelant  que  e^c2-i-  e*  est  nul,  et  en  comparant  le  r^sultat 
a  la  derniere  egalite,  on  trouve  la  relation  lineaire  qui  suit,  entre 
les  quatre  series  qui  figurent  aux  seconds  membres  des  formules 


(XXX.)     3 


154.  Revenons  maintenant  aux  6galites  (XXIX)  du  n°  152  dont 
les  consequences  et  les  transformations  font  Tobjet  principal  de  ce 


Tout  d'abord,  nous  remplacerons,  dans  ces  formules,  u  successi- 
vement  par  co,,  ci>2,  o>3  de  maniere  a  avoir  les  d^veloppements  en 

produits  infinis  de  ^a)a,  rffttOa. 

r                                                                    ,i         i-t-T 
Remplacer  u  par  to, ,  o>2,  wa  revient  a  remplacer  v  par  - , — , 


-  et  z  par 


TTtt 


On  observera  que,  en  vertu  de  ces  egalites  m£me,  les  nota- 
tions q*,  q~* ,  que  nous  remplacerons  a  Toccasion  par  y/y, ~-p 
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ne  component  aucune  ambigui't^.  Nous  serons  aussi  amends  a 

m        m 

£crire  \/l™,  i*9  1\fq™<>  qn  i  m  d^signant  un  entier  quelconque  et  n 
un  entier  positif  quelconque,  et  nous  entendrons  par  la 


(XXVIII8) 


WIT7C'" 


de  sorte  que  les  symboles  ^7"*,  «n,  J7yw,  </;i  ne  comporteront  ja- 
mais  aucune  ambiguit£;  nous  disons  cela  une  fois  pour  toutes. 

Comme  les  produils  infinis  qui  flgurent  aux  denormnalcurs  des 
formules  (XX1X|_4)  s'introduisent  dans  un  grand  nombre  de  for- 
mules,  nous  poserons  aussi,  pour  abreger, 


Les  quanlit£s  ^Oj  ^j?  ?i5»  ?s  sont  Hees  par  une  relation  alge- 
brique  qu'on  obtient  imm^dialement  en  remarquant  quc  les  pro- 
duits  iniinis 


^tant  absolument  convergents,  on  peut  ^crire 


puis,  en  groupant  dans  chaque  produit  infmi  partiel  les  facteurs 
pour  lesquels  n  est  pair,  d'une  part,  et  ceux  pour  lesquels  n  est 
impair,  de  1'autre, 
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d'ofc 

(XXVIII,)  9i?i9s  =  i. 

155.  Si  nous  met  tons  a>4?  <oa,  <o8  a  la  place  de  u  dans  le  fac- 
teur  e^ws*  qui  figure  partout  dans  les  formulas  (XXIX),  nous 
trouverons  respectivement 


e   *   , 
Les  deux  derni&res   quantit£s  se  transformenl  comme  il  suit  : 


Tee 
-- 


niontre  que  1'on  a 


U>1  2U>i 

on  aura  done 


TC/     fff'T  T|8(0t 

4        4     -e     2 


on  trouve  de  m6me 


lors  le  calcul  des  diverses  quanlites  o'Wa,  rfptL>a  ne  pr«5- 
sente  aucune  difficult^.  En  remplagant,  par  exemple,  dans  la 
formule  (XXIX3),  u  par  <o2,  z  par  ^^»  z-  par  — >  on  trouve  de 


suite 


En  observant  que  Ton  a 


on  obtient  done  1'egalit^ 

.^i^i^i-SL.. 


8 


GALCCL  DIFFERENTIEL. 


Le  caicul  se  fait  de  la  ra^me  fa^on  pour  les  autres  quantit^s  et 
1'on  trouve  finalement  les  r£sultats  qui  figurent  dans  le  Tableau 
suivant,  dont  la  disposition  s'eiplique  d'elle-m^me 


IXXJt) 


10, 


-.20)!        q\ 

2?o?4 


to, 


156.  Ces  r^sultats  et  la  formule  (XIC) 


ayf 


nous  permettent  d'expriraer  au  moyen  de  con  y,  y0,  yn  y2j  ?3  les 
six  radicaux  \Je$  —  ea ;  on  trouve  imm^diatement,  apres  des  re- 
ductions qui  reposent  seulement  sur  ia  formule  gNtfatf?^  i,  les 
expressions  suivantes 


(XXXI,) 


— —  ___*_,      8      4      \ 


Le  caicul  des  autres  radicaux  et  les  formules  (XI114)  fournis- 
sent  une  verification. 
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• 

Ces  expressions  mettent  bien  ea  Evidence  ce  fait,  &abli  au  n°  119, 

que  les  trois  quantit^s  y/ea  —  e3?  ^Ct  —  ea,  \/^«  —  e*  sont  desfonc- 
lions  homog&nes  et  du  degr£  —  i  des  demi-p&iodes  o>4,  a>8. 

Les  expressions  de  e2—  e3,  e{  •—  es,  e^  —  ea  au  moyen  de  q^  y0, 
yo  gra,  q^  nous  fournissent  une  seconde  relation  alg^brique  entre 
ces  derni^res  quantit^s,  a  savoir 


(XXVIII.) 

c'est  en  eflet  la  consequence  immediate  de  1'identite 


157.  Nous  d6finirons  sans  ambiguit^  les  racines  quatrifemes  des 
differences  e2  —  e3,  e^  —  e3,  e{  —  e2  et  la  racine  huiti£me  du 
discriminant  (j  de  liquation 


en  posant 

.__  .    AV4 

\/     '2  CO  i 

(XXXI,) 


t'^£  =  y  5^ 


(XXXI4) 

Dans  toutes  ces  formules  la  signification  dei/~ ~  estlamerne; 

b  \     -20)! 

elle  pent  d'ailleurs  etre  fix(5e  arbitrairement. 

158.  Les  produits  infinis  qui  dans  les  expressions  (XXIX)  ob- 
tenues  pour  rfw,  c^^  u,  rfa  w>  ^3^  figurent  au  nura^rateur  sont  sus- 

ceptibles  d'etre  d^veloppes  en  series  convergentes,  d'une  forme 

j. 
tr£s  simple,  enti^res  en  q  ou  en  q*  ( * ). 


(*)   Le  proc6d^  de  passage  &  la  limite  que  Ton  trouvera  ci-dessous  pour  de- 
duire  la  fonclion  &  de  la  fonction  r  a  et6  d£velopp6  par  M.  Biehler,  qai  en  a 
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Gonsiderons  d'abord  le  produit  infini 


JJ[(i 


qui  figure  dans  1'expression  de  rf2w  et  posons  pour  un  instant 

.  ..(l-h  q**-lz*) 


X  (i-f-  ££-2)(i  -*- 

II  est  clair  qu'on  peut  ^crire 


a0,  a^  .  .  .,  a^,  .  .  .  ,  a/t  elant  des  fonctions  entieres  de  q. 

D'ailleurs  la  definition  de  <p(z)  montre  que  Ton  a 

y(qz)  =  (i  -+•  y3z2)(i  ~h  g^z^).  .  .(i  -h  q*n+lz*) 

x  ^ 
d'ou 


En  remplagant,  dans  cette  identite,  ^(^)  el  <p(#s)  par 


et 

H    r-2£-2    -h.  .  .4-  an 


puis  en  ^galant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de 
il  vient 


ou 


donn£  di verses  applications  interessantes  en  envisageant  les  transcendantes  con- 
sidles  comme  des  limites  de  fonctions  alge*briques  (Journal  de  Crelle,  t.  88, 
p.  i85).  Le  principe  en  est  d'ailleurs  dA  a  Cauchy  (Comptes  rendus,  i845). 

Observons  encore  que  M.  Schellbach  dans  1'Ouvrage  intitule* :  Die  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen  ('Berlin,  i864)  a  pris  les  pro- 
duits  infmis  comme  point  de  depart  de  la  the*orie  des  fonctions  Theta.  Jacobi,  lui- 
meme,  avait  signal^  les  avantages  de  cette  marche. 
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En  remplac.ant  suocessivenient  k  par  k  —  i,  k  —  2,  .  * .,  i,  et 
en  multipliant  membre  a  membre  les  e*galite*s  ainsi  obtenues,  on 
aura 

(i  —  q\n—\k+\\(\  «_  gin-  iA-hV\4 .  ,f  f ^*ft^ 

O'k'==i  GoQ    ~( j rr-r — — 7 •   •  * 2 — L, 

D'ailleurs,  sur  la  definition  de  cp(«),  on  voit  que  Ton  a 
par  suite, 


En  remplacant  a0,  dans  1'expression  obtenue  pour  a^,  par  la 
valeur  que  fournil  cetle  derniere  dgalite,  il  vient 


= 


I  —  ^t)(i~  qk)  .  .  .(i  —  </*")    (i  —  <]*»• 

ou  encore 


en  faisant,  pour  abr^ger, 


/,.  =       (i— 
X  (l  — 


II  est  d'ailleurs  manifeste  que,  quand  /z  grandit  ind^finiment, 
ak  a  pour  limite  I'unit^,  a  cause  de  la  convergence  du  produit  in- 
fini 


On  voit  aussi  que  tous  les  nombres  ak  restent,  en  valeur  absolue, 
infe*rieurs  a  un  nombre  positif  fixe  a',  inde'pendant  de  n,  par 
exemple  au  produit  infini  convergent  dont  le  m™m*  facteur  serait 

i  +  |graw|. 
Ceci  pos^,  conside'rons  I'expression 

F*(*)=(I-^)(I-^)...(I- 
on  a,  d'apres  ce  qui  pr6cede,  r^galil^ 
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£t  Ton  voit  sans  peine  que,  si  Ton  fait  croitre  n  indefiniment, 
a  pour  limite  la  somine  de  la  s6rie 


Que  cette  s£rie  soil  absolument  convergente,  c'est  ce  qui  r^sulte 
de  ce  que  la  s6rie 


est  elle-m^me  absolument  convergente,  ainsi  que  celle  qu'on  en 
deduit  en  changeant  z  en  -  :  en  effet,  ty\qn*z'2n  =  \  f/"z*  \  tend 
vers  zero  quand  n  augmente  indefiniment.  Regardons  mainlenant 
q  et  z  comme  des  nombres  donnas  :  il  est  clair  que  Ton  a 

par  consequent,  dans  le  developpement  de  Fn(z),  la  valeur  abso- 
lue  de  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  terme  de  rang  £  est  in- 
f6rieure  a  la  somme,  multiple  par  a',  des  valeurs  absolues  des 
termes  qui,  dans  Ja  s&rie  F(s),  suivent  aussi  le  terme  de  rang  k\ 
or,  en  prenant  k  suffisamment  grand,  on  peut  supposer  cette  der- 
ni£re  somme  moindre  qu'un  nombre  positif  arbitraire  e.  D'un 
autre  cdte,  k  etant  ainsi  fixe,  puisque,  lorsque  n  augmente  in- 
definiment, a'j,  a'2,  ...,  a'/c_l  ont  pour  limite  1'unite,  on  pent 
prendre  n  assez  grand  pour  que  la  difference  entre  la  somme  des  k 
premiers  termes  de  F(z)  et  la  somme  des  &  premiers  termes  de 
Fn(z)  soit  moindre  en  valeur  absolue  que  e;  on  aura,  dans  ces 
conditions, 

ce  qui  prouve  bicn  que  Fw(^)  a  pour  limite  F(s),  quand  n  gran- 
dil  indefiniment. 

Observons  en  passant  que,  si  Ton  designe  par  A  un  nombre 
positif  quelconque,  on  reconnait  immediatement,  sur  la  forme 
mgme  de  la  serie  dont  la  somme  est  F(^),  que  cette  serie  est  abso- 
lument et  uniform6ment  convergente  pour  Tensemble  des  valeurs 
de  z  qui  v£rifient  les  conditions 
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En  effet,  on  voit,  sous  le  b^n^fice  de  ces  conditions,  queles  valeurs 
absolues  des  termes  de  la  sdrie  F(#)  sont  inferieures  ou  £gales  aux 
termes,  tous  positifs,  de  la  s£rie 

I  V  2  |  q  \  A1  -+-.  .  .-+-  2  |  qn*\  A111-*-.  •  .  , 

s^rie  dont  la  convergence  rdsulte  des  remarques  pr^dentes.  II 
suffitd£s  lors,  pour  ^tablir  la  proposition  enonc^e,  d'appliquer  le 
th^or^me  du  n°  24. 

159.  Nous  avons  etabli  Pidentit^ 


et,  par  suite  (XXIX3),  l'egalit£ 

tf2  w  =  e*WlV*  _!_.  V  qn*  e*nvKt  ; 
<1*<1\*+ 


nous  obtiendrons  des  identit£s  analogues  pour  les  autres  fonctions 
3u  en  changeant  u  en  u  -+-  w^  u  —  o>2^  u  4-  w3,  ce  qui  revient  u 

1  I  .       I  -i-  T  r      T 

changer  v  en  y  H —  >  ^  -^ •>  r  H —  • 

G  22  2 

Parexemple,  si  Ton  change  u  en  u  —  o)2,  et  si  Ton  tientcomple 
de  la  formule  (XII 3) 

on  obtient  Tegalit^ 


en  posant,  pour  abreger, 


Si  Ton  se  reporte  d'ailleurs  aux  valeurs  de  rftojj,  eJWl  qui  ont  ^te 
etablies  au  n°  155,  si  Ton  se  rappelle  que  T^to!  —  T,,(o2  est 


,  it 

a  —  •  >  on  trouve 
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on  a  done 

^-^e^-L-V  -iy,   H)', 
IT       l          ,  4-^i 
iqlq1*  n 

On  obliendra  de  m6me,  en  changeant  u  en  M  +  to3  dans  Tex- 
pression  de  rf2#?  1'^galil^ 

("*i)'  ..4 

7\  I/    g(2/l-4 


el,  en  changeant  dans  la  m£me  expression  it  en  u  -f-  <&\  , 


II.  —  Relations  entre  les  fonctions  cr  et  lea  fonctions 


160.  Les  d^veloppements  des  fonctions   o*w,   rfi  w,   rfa^,  0*3  u 
auxquels  nous  venons  de  parvenir  nous  am^nent  a  introduire  quatre 

nouvelles  fonctions  de  la  variable  v  =  --  Nous  poserons  (') 

atoj  '  x  ' 

/     i  \* 


On  reconnait  directement,  sur  la  forme  m^me  des  series  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres,  que  ces  series,  regard^es  corame 


(')  Les  notations  relatives  aux  fonctions  Sr  sont  celles  quc  Jacobi  a  introduites 
pour  la  premiere  fois  dans  un  cours  professe*  en  i835-i836  &  TUniversite'  de 
Kosnigsberg  et  qu'il  a  "ensuite  employees  plut6t  que  celles  des  Fundamenta  dont 
nous  parlerons  plus  loin.  II  ne  met  toulefois  pas  d'indice  \b  ou  nous  mettons  Tin- 
dice  4etil4crit  &«(«^)  1^  od  nous  ^crivons2ra((;)  (WERKE,  1. 1,  p.  5oi).  M.  Weier- 
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dependant  de  la  variable  p,  sont  absolument  et  uniform&nent  con- 
vergentes  dans  toiite  region  limit^e  du  plan  ou  i'on  figure  cette 
variable.  En  effefr,  un  raisonnement  tout  semblable  4  celui  de  la 
fin  du  n°  158  montre  que  la  serie  qui  d^fmit  la  fonction  2r8(o)  de 
la  variable  9  est  absolument  et  uniformdment  convergente  pour 
I'ensemble  des  valeurs  de  v  qui  verifient  les  conditions 


ou  A  est  un  nombre  positif  fixe  quelconque,  et  Ton  reconnait 


strass,  M.  Schwarz,  Halphen  mettcnt  1'indice  o  la  ou  nous  mettons  1'indice  /};  la 
variable  est  la  meme  que  dans  notre  texte. 
M.  Hermite  a  employe  la  notation  condensee 


ou  a,  p  sont  des  entiers  quelconques;  les  fonctions  6M,  910,  600,  801  de  M.  Herinite 
sont  done  nos  fonctions  i2r,,  2rs,  Srs,  &t.  On  a  d'ailleurs 


p,  q  e"tant  des  entiers  quefconques.  Cette  derniere  formule,  a  elle  seule,  contient  les 
vingt-quatre  formules  (XXXIVS_,)  que  nous  ecrivons  plus  loin  expliciteinent;  on 
voit  assez,  par  ce  seul  exemple,  les  avantages  que  cette  notation  peut  presenter  dans 

bien  des  cas.  Ajoutons  que  les  zeros  de  ^(v)  sont  congrus  a  ^  """'  H-  g  "".!  T> 
modulis  i,  T. 

Les  notations  de  Briot  et  Bouquet  (  T/ieorie  des  fonctions  elliptiques  )  se  rat- 
tachent  a  celles  que  nous  avons  adoptees  en  posauL 


1  COS  • 


1  6 
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imm^diateraent  que  ces  conditions  reviennent  &  dire  que,  dans  p, 
le  coefficient  de  i  doit  £tre  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  positif  fixe,  d'aitleurs  arbitraire.  On  pourrait  faire  le 
mdme  raisonnement  sur  les  autres  series,  mais  la  fagon  dont  on 
passe  de  Tune  aux  autres  permet  de  s'en  dispenser.  Ainsi  les  fonc- 
tions  3r  sont  des  fonctions  transcendantes  emigres  en  <>,  et  les 
series  qui  les  d^finissent  peuvent  6trediff6renli^es,  terme  a  terme, 
par  rapport  &  p.  On  reconnait  de  m£me  que  ces  series  peuvent 
e*tre  differences,  terme  £  terme,  par  rapport  &  q  ou  par  rapport 

a  T. 

161.  En  groupant  ensemble  les  termes  pour  lesquels  les  expo- 
sants  de  e  sont  e*gaux  et  de  signes  contraires,  et  en  tenant  compte 
des  formules  d'Euler  (n°  66),  on  peut  £crire 


XXXI  I) 


(I) 
(2) 

(3) 

(4) 


cos(2n 


>  =  IH-  ^2<jrnl 


ou  encore  d'une  fagon  plus  explicite 

1  9 

3r1((>)=  2^4  sin  IT  v  —  2  q^  sin 
11 

2Tj(t>)  =  2^*  COSTCO  H-  iqk 


^r  *    COS  5  TIP  -H  .  .  .  , 

COS  2  TCP  -h  2£*COS4'TCt>-4-  2  q9  COS  6  HP  4-..., 
=  I  —  2^  COS  2  TCV  - 


Quand  on  voudra  mettre  en  Evidence,  soit  le  rapport  T  ^^  ~  >  a 

1'aide  duquel  les  quatre  fonctions  %  sont  form^es,  soit  le  nombre 
q  '=  e™',  on  6crira 
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a  la  place  de 


Avec  ces  notations,  les  r&suhats  du  n°  159  peuvent  3tre  mis  sous 
la  forme  suivante 

(T:      .    4-  ,  ~ 

(l)  — qlq*  tfu  =  e**W*:Ji(v), 

1 

(XXXIII) 

1  (3) 
(0 

162.  Les  forrnules  (XXXIII,_4)  peuvent  s'ecrire  sous  diverses 
formes,  avec  lesquelles  il  convient  de  se  familiariser. 

La  premiere  montre  que  3,  (t>)  s'annule  pour  u  =  o.  En  prenant 
les  d^rlv^es  des  deux  membres  par  rapport  a  M,  en  supposant 
u  =  o  et  en  se  rappelant  que  Ton  a  rf'o  =  i,  on  trouve 


(Dj 

Divisons  l'£galit£  (i),  membre  a  membre,  par  celle  que  nous  vc- 
nons  d'obtenir;  divisons  de  m6me  chacune  des  egalit^s  (2),  (3), 
(4),  membre  a  membre,  par  celle  qu'on  en  d^duit  en  y  faisant 
u  =  o ;  on  trouvera 


(5) 


t*  —   ^.wj    ^,  c-     "      >       , 

(XXXIII)  _         u  ; 

(6)      ^=1-4^^,0,^        (a  =  ,,2,  3). 
^a-Hi(o)  v  J    '    ' 

'En  prenant  les  derives  logarithmiques  par  rapport  a  u   des 
deux  inembres  des  relations  pr^cedentes,  il  vient  aussi 


(XXXIII) 

I  /  n  \  tf  ^)l^  ^ 

i       (  o  )      Cat  u  —*"  -  '  ~~  *•  •—        ~ 

\  U)j  20t*i 

T,  et  M.  —  II. 
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et  Von  peut  mettre  ces  demises  relations,  en  tenant  compte  de 
celles  qui  precedent,  sous  la  forme 


Si  Ton  se  reporte  aux  formules  (XXXI3_4)  qui  donnent  les 

. , i 

expressions  de  \e2 —  £3,  - . . ,  an  moyen  de  q  ,  ^0?  •  •  •  ?  °n  von 
qu'on  peut  encore  ecrire 


(XXXIII) 


(9)     |/2?i 


(10) 

(II) 
(12) 


En  remplagant  dans  les  Ibrmules  ( 
0*3 «  par  leurs  d£veloppemenls  en  produits  infiriis  a  simple  entree 
(XXIX),  pris  chacun  sous  la  forme  qui  met  en  evidence  la  va- 
riable r,  on  trouve  enfin 


(5)  &!((>)=  a^0^Tsinp^  I  I  (i  —  2 

«=i 

/I  —  so 

(6)  3^(0)=  2^0^*  COSCTT   I    I  (l-h 


COS  2  ("1C  -4- 


(XXXII)     / 


(7) 


(8) 


163.  II  est  quelquefois  commode  de  prendre  z  comme  variable 
ind^pendanle  et  de  consider,  au  lieu  des  fonctions  ST(P),  les 
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fractions  suivantes  qui  n'en  different  au  fond  que  par  le  nom  de 
la  variable. 
Si  1'on  pose 


bis)  Pl(,)=  l- 


(XXXII) 


(3  bis) 


on  a  manifestement 


En  remplagant,  dans  les  formules  (XXXIIIl-4)  S<(^),  2ra(v), 
&s(^),  S4(^),  respectivement  par  p((z),  p2(-s),  p3(s),  p4(5)  el 
du,  0*4  w,  0*2  w,  rfgw  parlesproduits  infinis  a  simple  entree  (XXIX), 
pris  chacun  sous  la  forme  qui  tnet  en  Evidence  la  variable  z,  on 
obtient  les  relations 


(XXXII) 


(7  bis) 


dont  nous  ferons  usage  dans  un  instant. 

164.  Les  fonctions  S,  (p),  Sa+i(^)  q«e  nous  venons  ded^finiret 
dont  nous  avons  ^tabli  le  lien  avec  les  fonctions  ofw,  rfaw  different 
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profond^menl  de  ces  fractions  par  la  fa<jon  dont  y  sont  engages 
les  p&iodes,  qui  dans  les  fonctions  3  n'enlrent  plus  que  par  leur 
rapport.  Les  series  trigonom<5triques  (XXXII,  __4),  qui  repr6- 
seutent  ces  fonctions,  sont  tr6s  <$l<*gantes  :  elles  sont  precieuses 
dans  les  applications  nurn^riques  k  cause  de  leur  rapide  conver- 
gence. Les  fonctions  5  jouenl  d'ailleurs  un  rdle  essentiel  dans  des 
recherches  importantes  d' Analyse,  d'Algibre  et  dJArithm<5tique. 
Nous  alions,  dans  les  pages  qui  suivent,  dSvelopper  les  propridtes 
fondamentales  de  ces  fonctions. 

Plusieurs  de  ces  propri<H6s  se  deduisent  imm^dialement  des 
propri^t^s  correspondantes  des  fonctions  rfu,  d*u.  On  reconnait 
ainsi  tr&s  facilement  quels  sont  les  z&ros  des  fonctions  2r,  si 
elleS  sonl  paires  ou  impaires,  ce  qu'elles  deviennent  lorsqu'on 
remplace  ttpara-hacoi,  a4-2w3,  a-i-^i,  «  +  ws?  ce  qui  re- 
vient  ^  remplacer  v  par  v •+•  i ,  v  +  *>  *  +  l->  v  +  l',  le  change- 
ment  de  u  en  a  —  u>2  donnerait  les  formules  relatives  au  change- 
ment  de  v  en  v  •+-  i^-^»  Oa  peut  ainsi  obtenir  toutes  les  for- 
mules (XXXIV). 

Le  Tableau  qui  suit 


(XXXIV,) 


i-h-c 


donne  les  valeurs  de  9  qui  annulent  les  diverses  fonctions  Sr;  ces 
valeurtt  ont  it6  places  au-dessous  de  la  fonction  correspondante ; 
II  est  sous-entendu  qu'on  peut  leur  ajouter  un  notnbre  de  la 
forme  m  -V-  /IT,  m  et  n  ^tant  entiers. 
Les  formules 


(XXXIV,) 


n'ont  pas  besoin  d'expUcatkm. 
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Les  formules 


(XXXIV3) 


(XXX1V4) 


!    =-&,(»), 


s'obtiennent  de  la  fac,on  la  plus  aisee,  sans  passer  par  les  fonc- 
tions  a1,  en  parlant  des  series  trigonometriques;  elles  mettent  en 
evidence,  comme  ces  derni^res,  la  periodicite  des  quatre  fonc- 
lions  2r. 

T^es  formules  * 


(XXXIV5) 


(XXXIV6) 


peuvent  se  d^duire  des  formules  (XXXII<_4  5,>)  l^girement  modi- 
fi^es.  Si  Ton  y  remplace  q  et  z  par  leurs  valeurs  e1"^,  e*^^  on  ob- 
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Les  quantitSs  entre  crochets  dans  les  exponentielles  sont  toutes 
des  trinomes  du  second  degr£  en  n  qui  deviennent  des  carr^s  par- 

fails  quand  on  leur  ajoute  la  quantit^  —  ;  on  peut  done  6crire 


(XXXII) 


ltiV« 


or  on  voit  qu'en  remplagant  p  par  v  -(-  T  et  /i  par  n  —  i  ,  les  expo- 
nentielles se  reproduisent;  en  sorte  que,  par  ce  changement,  le 
premier  et  le  quatri&me  des  seconds  membres  changent  seulement 
.de  signes,  tandis  que  le  second  et  le  troisi&me  restent  invariables. 
On  a  ainsi,  par  exemple, 


d'od 


el  Von  obtient  de  m£me 
moyende&a(o),  S,M,  3 


7    ai 
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On  voit  tout  aussi  ais^ment  sur  ces  formules  comment  les 
choses  se  passent  quand  on  change  v  en  v  -\  ---  II  suffit  de  rem- 

placer,  dans  les  deux  premieres,  n  par  n  —  i  et  v  par  t>-H- 
/  ce  qui  change  n  +  -  -\  —  en  n  -\  —  j>  et,  dans  les  deux  derni&res, 
simplement  v  par  v  •+-  -  (ce  qui  change  n  -f-  -  en  n  -f-  -  -f-  i  )•  En 

'2    \  T  T          2/ 

tenant  compte  d'ailleurs  de  ce  que  Ton  a 

Tt/V*      Wi  /         T  v*  .         TT/T  I 

,—  -T^ij  ^r1'11'"  ~  =^"^—  >, 

on  obtient  les  expressions  de  S,  f  i>  +  -  )»  Sfa^.,  fv  -f-  -  )  an  moyen 

de  S|(^),  2ra+1(^).  Finalement,  on  arrive  ainsi  aux  formules 
(XXXIVo). 

En  r^p^tant  m  fois  les  formules  (3)  et  n  fois  les  formules  (5), 
on  a  aussi 


Enfin,  eu  combinant  les  formules  (4)  et  (6),  on  parvient  aux 
formules 


(xxxiv,) 


qui  correspondent  au  changement  de  u  en  u  —  w2. 

Observons  en  passant  que  les  formules  (XXXI V3)et  (XXXI V5), 
ou,  si  Ton  veut,  les  formules  (XXXIV7),  qui  les  contiennenl  comme 
cas  particuliers,  mettent  en  Evidence  ce  fait  que  les  quotients  de 
fonctibns  3  sont  des  fonctions  doublement  p^riodiques,  avec  les 
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piriodes  2,  2T  :  on  pr^voit  ainsi  le  r61e  que  joueront  ces  quo- 
tients* 

165.  Comme  le  changement  de  v  en  v  -\-m-\-m  revient  an 
changement  de  s  en  ( — i)mqnz,  et  que  les  changements  de  9 

en  p  _|_  I,  p  _}_  I,  <;_] reviennent  aux  changements  de  z  en 

is,  zsj'q^  izfil)  les  formules  precedentes  peuvent  s'^crire 


Ges  formules  se  d^duisent  d'ailleurs  immediatement  des  defini- 
tions des  diverses  fonctions  p(s). 

166.  Les  fonctions  Srv^rifient  toutes  les  quatre  Pequation  aux 
d^riv^es  partielles 


dv* 


Nous  avons  vu,  en  effet  (n°  160),  que  les  series  qui  d^finissent 
les  fonctions  3<  (^,  T),  2ra+4  (p,  T),  series  qui  rentrent  dans  le  type 
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peuvent  e*tre  diffe'renli^es,  terme  a  terme,  soil  par  rapport  a  p, 
soit  par  rapport  &  T.  Or  la  quanlit£ 


ve>ifie,  comme  on  s'en  assure  imm£diatement,  1'^qualion  anx  de- 
rivees  partielles 

d*  t        ,     .  dt 


il  en  est  done  de  m£me  des  quatre  fonctions  3. 


III.  —  Sur  quelques  fonctions   du  rapport  des  pe*riodes. 
Formules  diverses. 


167.  En  faisant  v  =  o  dans  les   formules  qui  donnent  les  ex- 
pressions des  fonclions  S(^')  ou  1'argument  est  augmente  de  i  ,  T, 

m  -\-  n~>)  -'  ->  —  —  y  on  trouve  les^valeurs  de  ces  fonctions  pour 

'JL       *)•  '2. 

(-'  =  i  ,  T,  m  -4-  /IT,  ->  -,'—  •  —  :   celles  de  ces  valeurs  qui  ne  sont 

pas  nulles  s'expriment  au  mojen  de  q  et  de  S2(o))  ^3(0),  ^4(0). 
Ces  valeurs  se  lisent  si  rapidement  sur  les  formules  (XXXIV) 
qu'on  a  jug^  inutile  de  les  r^crire  ici.  Nous  nous  bornons  a  trans- 
crire  les  resultats  obtenus  en  faisant  v  =  o  dans  les  formules 
(XXXIV),  apres  qu'on  a  pris  les  d^rivees  des  deux  membres; 
on  obtient  ainsi  Ic  Tableau  de  formules  (XXXV),  dans  le- 
quel  2r'(i>)  designe  ton  jours  la  d^rivde  par  rapport  a  v  de  la 
fonctifcn  3(^)«  II  convient  d'observer,  d'une  part,  que  les  trois 
quanlites  ^^(o)  sont  nulles,  puisque  les  trois  fonctions  3a+1  (p) 
sont  paires;  d^autre  part,  qu'il  ne  s'introduit  pas  dans  le  Tableau 
d'autre  element  nouveau  que  3'4  (o). 


XXXV,) 
(  > 


uo  =-*.(<>), 

'.0)  =  o, 
',(0  =  o, 

94(0-0; 
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(XXXV,) 


(;)«. 


(XXXV3) 


=  -ai'w?-i  &t(o), 


(XXXV4) 


•CO- 


;_    -{< 


(XXXVs) 


/IT)  =  — 


(XXXV6) 


I-h  T 
2 

1H-T 


=  —  7i<7~4  2r4(o), 


II  est  ^  peine  utile  de  remarquer  que  toutes  ces  quantit£s  ne  d6- 
pendent  que  de  T. 

On  aurait  des  formules  analogues,  que  nous  nous  disperisons 
d'^crire,  pour  les  valeursdes  fonctions  p(s)  ou'de  leurs  d^riv^es, 
quand  on  suppose  z  £gal  b  i,  y/y,  *V?>  •  •  •  ;  les  quantit^s  2ra+l  (o) 
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sont  respectivement  6gales  aux  quantit<5s  po+<(0'>  quant  &  pX1) 
c'est  l.^(o)* 

168.  Les  relations  entre  les  quanti^s  S',  (o),  3^.,  (o),  envisa- 
g6es  comrae  des  foactions  de  q,  permeltent  d'ltablir  des  propo- 
sitions importantes  de  la  th6orie  des  nombres.  Aussi  convient-il 
de  nous  arr^ter  an  instant  a  l^ttide  de  ces  fonctions. 

Voici  d'abord  leurs  expressions  en  fonclion  de  gr,  obtenues  en 
posanl  p  =  o,  5  =  i  dans  les  formulas  (XXXII,  -4);  toutefois. 
pour  la  premiere  de  ces  formules,  on  a  pris  la  d^riv^e  des  deux 
membres  par  rapport  a  9  avant  de  faire  9  =  o, 


= 


~ 


»  =  z,? 


<  XXX  VI,) 


*4(0)  =    2rf(- 
n 

On  trouve  de  meme,  au  moyen  des  formules  (XXXII1<_4)  par 
exemple, 


(XXXVI,) 


En  comparant  ces  relations  aux  6galit6s  (XXXI3_4)qui  donnent 
les  expressions   de  jAj  et   des    quantites  ^2  — 
^f—  «i  an  moyen  de  qk  ',  jr0,  ^1?  ?2 


on  trouve 


(XXXVIs) 
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Ces  m£mes  formulas  s'obliennent  ^videmment  en  supposant 
v  rs.  o,  u  =  o  dans  les  relations  (XXXIII0_<2) !  toutefois,  pour  la 
premiere,  on  doit  d'abord  prendre  les  derives  des  deux  membres. 

II  va  sans  dire  <jue  I/ —  doit  avoir  la  m£me  signification  que 

dans  les  formules  (XXXI3__,|). 
On  tire  de  l£ 


(XXXVI4) 


o  —  e3  =  --  -  3r|  (o). 
ctt 


Puisque  les  quantit^s  3J(o),  SrJ(o),  3j(o),  2r;2(o)  ne  dependent 
que  de  T,  on  voit  que  ces  formules  mettent  Lien  en  evidence  la 
propri£t6  des  radicaux  y/^a  —  c-3,  ...,  de  se  reproduire  divises 
par),  quand  on  remplace  wi?  w3  par  ^c^,)^  (XVI1I4). 

169.  Comme  Ton  a  g\q^q^=  i,  on  voit  imm^diatement  que  les 
quatre  quantites  3i(°)>  ^a(°)»  ^3(0),  Sr^  (o)  sont  li^es  par  la  rela- 
tion 

(XXXVIe)  3r;  (o)  =  *3rs(o)ara(o)a*(o). 

En  elevant  an  carr6  les  trois  derni^res  egalites  (XXXVI4)  et 
en  les  combinant  comme  Ton  a  fait  quand  on  a  obtenu  la  relation 


on  obtient  la  relation  equivalente 

(XXXVI6)  ^(°) 


Si  Ton  tient  compte  de  la  relation  et  ~t-  e2  -H  e3  =  o,  on  d^duit 
aussi  des  trois  derni&res  formules  (XXXVI4),  en  les  r^solvant  par 
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rapport  a  e,,  et,  es, 


(XXXVI,) 


EQ  se  rappelant  (n°  99)  que  Ton  a 


#3 


et  en  tenant  compte  de  la  relation  (XXXVI«),  il  vient  aussi 


(XXXVI8) 


170.  Si  Ton  pose  avec  Jacobi 


% 

1  « 


r 

3(o) 


(  XXXVII.) 


on  voit  que  Tegalit^  Sr^o)  =  SrJ(o)  +  2rJ(°)  Prend  la  forme 
(XXXVIIj)  ^-f.X"f«=i. 

On  d^duit  aussi  des  formules  (XXXVI3)  les  relations 


(XXXVIU) 


(XXXVII5) 


quientrafnent£galement  la  formule  (XXXVll3).Enfin,  en  tenant 
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compte  des  formules  (XXXVT2),  on  a 


et  cette  forme  donne*e  a  \fk  el  \Jk'  invite  a  consid^rer  ^/A,  \/A*'  en 
tant  que  fonctions  univoques  de  t. 

171.  Dans  un  M^moire  ce"lebre  (4),  M.  Hermite  a  de*sign6  ces 
fonctions  par  <P(T)  et  ^(T)  en  posant 


oii.y/2  est  la  racine  carree  positive  de  2,  et 

(XXXVIIIj)  t      <J,(t)=22. 

Les 
(XXXVIII,) 


(XXXVIII,)  ^(-)  =    i          -  /^ 

«?3(,o  I  *; 

sont  manifestes. 

En  meme  temps  que  ces  fonctions,  M.  Hermite  a  introduit  (2) 
la  fonction  univoque  de  t 


ou  /a  est  la  racine  sixieme  r^elle  et  positive  de  2. 

Les  fonctions  ^(t),  ^(T),  ^(T)  sont  li^es  par  les  relations 
(XXXVIIIc)  9  8(1)  4-  <|I»(T)  =i, 

(XXXVIII7)  ?(^)^(^  =  X3(^)> 

qui  equivalent  a  nos  formules  (XXVIII5_0)- 

(*)  Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  5o8. 
(  •)  Jbid.,  p.  7i5. 
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Nous  joindrons  a  ces  fonctions  celle  que  M.  Dedekind  a 
gn£e  (')  par  T}(T)  et  que  nous  repr^senterons  par  H(T)  £  cause  de 
1' usage  que  nous  avons  deja  fait  de  la  lettre  YI.  Cette  fonction  est 
d£finie  par  la  formule 

(XXXVJII8)  h(<c)  =  ^g0. 

On  voit  immediatement  que  les  fonctions  f ,"  <Js  y,  h  sont 
r^elles  et  positives  pour  une  valeur  purement  imaginaire  de  T. 

Signalons  encore  les  fonctions /(T),/<  (T),/2(T)  inlroduiles(2) 
par  M.  Weber 


(XXXVIII9) 


/l(T)  =  5T-^,      =6^f). 


/,(,)= 


Ges  fonctions   et  la   fonction   II(T)  sont  liees   aux   quantit^s 
2fa+i(o|T)  et  3^(0  |T)  par  les  relations  evidentes  et  tres 
triques 


(XXXVIII    ^ 
(XXXVIIIu) 


Les  diverses  fonctions  de  T  que  nous  avons  definies  dans  ce  pa- 


(  l  )  Journal  de  Crelte,  t,  83. 

(a)  Elliptische  Functionen,  p.  63.  M.  Dedekind  a  employe  les  memes  nota- 
tions/,/^/, pour  designer  les  fonctions  suivantes  (Journal  de  Crelle,  t.  83, 
p.  283)  : 


h'(T) 
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ragraphe  jouent  un  rAle  important  dans  les  applications  des  fonc- 
tions  ellipliques  &  1'AIgibre  ct  a  la  th^oriedes  nombres*  Au  point 
de  vue  analytique,  il  irnporte  de  remarquer  qu'elles  n'ont  ^t£ 
denies  que  pour  des  valeurs  de  T  repr£sent6es  par  des  points 
situ^s  au-dessus  de  1'axe  des  quantitds  r^elles. 

172.  Reportons-nous  aux  formules  (XXXIII)  qui  permettent 
de  passer  des  fonctions  rfw,  c^w  aux  fonctions  2^(t>),  2ra+i(i>). 
On  obtient  des  identiles  importantes  quand  on  d£veloppe  les 

deux  membres  suivant  les  puissances  de  v  =  -  et  que  Ton  ^gale 

dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'une  m£me  puissance 
de  P.  Les  d^veloppements  des  premiers  membres,  ou  figurent  les 
fonctions  du^  a*aw  r^sultent  imm^diatement  des  formules  (IX()  et 
(XI7);  quant  aux  seconds  membres,  on  n'aura  qu'a  y  remplacer 
e2Yll(°lpI  par  son  d^veloppement  en  s^rie  et  2r4(p),  Sa+l  (v]  respec- 
tivement  par 


-3'i  (o) 

1 


Choisissons,  par  exemple,  parmi  les  formules  (XXXIII),  ceiles-ci  : 


-  20), 


En  ^crivant,  d'une  part,  que,  dans  le  d^veloppement  de  <3*w,  le 
terme  en  u*  manque,  de  Tautre,  que,  dans  le  d^veloppement  de 

<3a#,  les  coefficients  de  w2  et  de  w4  sont  —  ~>  fj  —  ~,  et  que. 

2      48         8  ^ 

par  consequent,  les  coefficients  de  ^2  et  de  ^*  sont  —  2£aa)J  et 
t,  on  trouve  de  suite 


(2) 
(3) 


(XXXIX) 


La  seconde  de  ces  ^galit£s  6quivaut  i  trois  ^galitds;  si  on  les 
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suppose  Sorites,  qu'on  les   ajoute  membre  a  membre  et  qu1on 
tienne  compte  de  la  relation  e^  4-  e%  4-  e$  =  o,  on  aura 


et,  par  consequent,  a  cause  de  la  premiere  des  e'galite's  pre'ce'- 
denies,  on  a  aussi  la  relation  tres  syme'trique 


(XXXIX,) 


En  ^liminant  TH  entre  la  seconde  et  la  troisieme  des 
prec^dentcs,  on  obtient  la  relation 


d'ailleurs  les  relations 


montrent  de  suite  que  Ton  a 


el,  en  s^parant  les  divers  cas  possibles,  on  trouve  immediatement, 
an  moyeri  desformules  (XXXVI*),  les  suivantes 


(XXXIX6) 


173.  Signalons  encore  les  re*sultats  suivants,  dont  nous  ferons 
usage  par  la  suite. 
Si,  dans  les  formules 


T.  et  M.  -  II. 
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on  consider e,  dans  les  seconds  membres,  les  termes  pour  lesquels 
n  est  pair,  on  voit  que  leur  ensemble  n'est  autre  chose  que 
&3(2f>|4t);  les  termes  ou  n  est  impair  sont,  d'ailleurs,  ^gaux  et 
de  signes  contraires;  on  a  done 


(XLt)  a 

On  aura  de  m£me 


Quand  on  fait,  dans  ces  formules,  *>  =  o,  on  obtient  par  divi- 
sion, en  posant 


et  en  tenant  compte  des  formules  (XXXVH2,5),  les  relations 

/YI    \    h       l~~~  V*'       Vei—e3  —  y/ei  —  ei       iq  •+•  2^9+  2y8S-f-. . . 
(XL2)    b  = -=:  = — 

i  •+•  yk         yei —  < 


Comme,  en  vertu  de  la  relation  (XXXI1I0),  on  a 


on  doit  avoir  aussi,  en  rempla^ant  o>3  par  40>3?  ^  par4T,  et,  par 
suite,  ^k  par  6, 


ou  encore,  en  changeant  u  en  aw  et  pen  ap, 


D'aiileurs  les  formules  (XL,)  donnent  par  division,  en  tenant 
compte  de 
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on  a  done  fmalement  la  relation 


(XL) 


dont  on  apercevra  Putilit^  plus  tard. 

174.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  quelques  remarques 
relatives  au  cas  ou  1'on  a,  q  £tant 


o<  q  <i. 

Quand  les  quantit^s  w^,  ~  interviendront,  nous  les  supposerons 

r^elles  et  positives  (  4  )  ;  enfin  nous  ne  consid^rerons  que  des  valeurs 
r^ellesde  p.  Les  fonctions  3  sont  alors  des  fonctions  reelles  d'une 
variable  r6elle. 

Observons  d'abord  que  les  quantit£s  q0,  yi?  q^  y3  sont  reelles 
et  positives  (XXVIII.,  )  ;  on  voit,  en  outre,  que  Ton  a 


II  en  r^sulte,  a  cause  des  Equations  (XXXV  F2),  que  les  quantit^s 
Sj(o),  Sr2(o),  2r3(o),  2r41(o)  sont  reelles  et  positives  :  cette  pro- 
pri^te  apparaitrait  aussi  bien,  pour  les  trois  derni^res,  sur  les  d£- 
veloppements  en  s^rie  (XXXVI<);  on  a,  en  outre, 


Les  racines  e\  ,  e2,  e3  sont  reelles;  la  premiere  est  positive,  la  der- 
ni&re  est  negative  ;  on  a 


les  quantit^s  \]e\  —  e*,  \/e{  —  <?a  sont  reelles  et  positives,  !a  quan« 
tit^  \/e<t  —  e$  est  negative;  tout  cela  a  6l&  d^montr^  au  n°  121  et 
r^sulte  a  nouveau  des  formules  (XXXVI7)  et  (XXXVI*)* 

La  quantit^  T),  est  reelle  :  elle  peut  ^tre  positive  ou  negative. 
ainsi  qu'il  r^sulte  de  la  formule  (XXX4)  qui  montre  clairement 


(*)  Le  lecteur  traitera  sans  peine  le  cas  oh  t^i  et  to,  sont  des  quaotttds  re'elle* 
et  negatives,  cas  auquel  q  est  r6 el  et  vdrifie  aussi  Tin^gaUte*  o  <q  <u  On  passe 
d'ailleurs  de  ce  cas  au  cas  -conside^  par  la  substitution  £,=  <»>„,  O,  =  —  wt. 
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que  liquation  en  ^, 


!  =  O, 


admet  une  racine  r£elle  et  une  seule  comprise  entre  zero  et  un. 
Les  formules(  XXX,  _3)  montrent  que  des  trois  quantit^s  e,  4-  ~  > 
e  _i_  5i,  £3  -j-  !ilf  les  deux  premieres  sont  positives  et  latroisieme 

*  0>i  0>i  r  * 

negative;  d'apres  cela,  et  en  vertu  des  Equations  (XXXIXa),  ilen 
est  de  m6me  des  trois  quantit^s  —  S^C0)'  —  ^a(°)>  —  ^  (°)  '  'a 
quantite  3r",'(°)  est  (XXXIX4)  de  signe  contraire  £  t[{. 

175.  Consid^rons  maintcnant  les  fonctions  Sr4  (P),  2ra+,(^). 

Le  signe  de  ces  fonctions  pour  les  valeurs  r^elles  de  v  apparait 
de  bien  des  fagons  :  le  plus  simple  est  de  recourir  aux  decomposi- 
tions en  produits  infinis  (XXXII5_8)  qui  montrent  que  &i(v)  et 
2r2((j)  ont  respectivement  les  signes  de  sin^Tr  et  COSPTT,  et  que  les 
fonctions  2r8(p),  SF4(^),  qui  ne  s'annulent  pour  aucune  valeur 
r^elle  de  p,  sont  toujours  positives. 

Les  formules  (XXXIV2_3)  montrent  qu'il  suffit  d'etudier  la  va- 
riation (<)  des  fonctions  3i(o),  2ra(i;),  2r3(^)?  34(^)>  en  faisant 
varier  ^  de  o  a  i  . 

En  prenant  les  d&riv6es  par  rapport  a  p,  on  tire  imm^diatcment 
de  liquation  (XXXHI7) 


Quand  (^  augmente  deoa->  z/  =  20)4  P  augmente  de  o  a  to,  et  pa 
diminue  de  4-  oo  a  e\  :  le  second  membre  diminue  done  de  —  oo  a 
—  4<oJ  ^4-—  );  or  cette  derni&re  quantity  est  negative;  par 
consequent,  la  fonction  g^~~  va  toujours  en  diminuant  :  pour  v  un 
peu  plus  grand  que  o  elle  est  positive  et  tr6s  grande,  comme  toute 
d^rivee  logarithmique  d7une  fonction  r^elle  qui  vient  de  passer 
par  z^ro,  et  ainsi  qu'il  r^sulte,  d'ailleurs,  de  ce  que  Sr'4  (o)  est 
un  nombre  positif  et  de  ce  que  la  fonction  3,  (v)  est  positive  dans 

(*)  HALPHEN,  t.  I,  p.  a85. 
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Tintervalle  (0,1).  D'ailleurs  (XXXV2),  pour  9=  -,  la  fonction 
%\(v}  est  nulle. 

Ainsi  ,  quand  9  augmente  de  o  a  \  ,  la  fonction  ^f(  de*croit  de  n-  oo 
a  o  et,  puisque  la  fonction  Sr<  (P)  reste  constamment  positive,  il  en 
est  de  m£me  de  la  fonction  2fj(p);  par  suite,  en  fin,  SN(P)  aug- 

mente. Quand  r  augmente  ensuite  de  -  a   i,  3<  (?)  diminue   en 

2 

reprenant  syme'triquement  les  monies  valeurs,  a  cause  de  Pe*galite* 


La  fagon  dont  varie  2f<  (p)  pour  des  valeurs  rdelles  de  P  est  done 
tout  a  fait  analogue  a  la  fagon  dont  varie  la  fonction  sin  PTC. 
A  cause  de  l'egalit£ 


on  voit  ensuite  que2r2(r)  varie  comme  cos  PTC. 

Maintenant  les  egalites  (XXXIII8)  donnent  encore,  en  prenant 
les  derivees  par  rapport  a  r, 

d  ^i+t  (^)  ,    ,  F   /  N 

T  5T^~\  =  —  4<«>l     p(w-h«wa)-f- 
^&a+i(^)  L 

et,  en  particulier, 


Quand  «  augmente  de  o  a  w0  p(w  -f-  w3)  augmente  de  e3  Si  e2; 
la  quantit^  entre  crochets,    dans  le  second  membre,   augmente 

done  de  e3  +•  —  a  e2+  —  •  La  premiere  de  ces  quantity's  est  ne*ga- 

tive,  la  seconde  positive.  Lors  done  que  v  augmente  de  o  a  -  »  le 

premier  membre,  d'abord  positif,  s'annule  pour  une  certaine  va- 

^r'  /  \ 
leur  v=Vv  puis  devient  negatif.  La    fonction  g^~~  augmente 

quand  v  augmente  de  o  £  ^0>  diminue  quand  p  augmente  de  PO  *  -  ; 
elle  est  nulle  pour  9  =  o,  elle  sera  done  positive  pour  9  =  PO  \  enfin 
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pour  v  =  -  on  a 


38(o)=:?o<7i;       *i  (5)  =°5 

on  voitdonc  que  la  fonction  3'4(^)  reste  constamment  positive  et 
quelafonction  3r4(p)  augmente  constamment  depuis  2r4(o)  =  q*ql 

jusqu'di  3*(i)=3r3(o)  =  £o0S;  lorsque  9  augmente  ensuite  de 
~k  i,  34(o)  diminue  en  reprenant  symdtriquement  les  m£mes 
valeurs  &  cause  de  l 


Ainsi,  pour  ce  quiest  du  sens  de  la  variation,  la  fonction  2r4(p) 
se  comporte  comme  ferait  la  fonction  i  —  2^cos2W,  si  q  Etait 
plus  petit  que  i;  de  mSme,  la  fonction  S*(v)  se  comporte  comme 
ferait  la  fonction  i  +  iq  cos  aw,  si  q  Etait  plus  petit  que  -• 

IV.  —  Transformation  Iin6aire  des  fonctions  5. 

176.  Nous  avons  supposE  jusqu'ici  que  les  quatre  fonclions  2f 
etaient  form^es  avec  lem^me  couple  primitif  20^  20)3,  ou  plut6t 
avec  le  m^me  rapport  T=  —^  Supposons  maintenant  que  Ton 
remplace  le  couple  (aw,,  20)3)  par  le  couple  proprement  Equiva- 
lent (aQ|,  283)  tel  que  Ton  ait 


ou  a,  6,  c,  rfsont  des  entiers  qui  v^rifient  la  condition  ad—bc~i. 
Cela  reviendra  a  remplacer 


par 


v  -  JL  =         P  -V«l  T  -  C"^aT .  n  =  «TW/. 

aQi       an-6x 


HI  = 


89 

et  enfin  gr0,  q^  q%,  gra  par  les  quan  tills  QO,  Q«,  Qj,  Qs  forinies 
au  moyen  de  Q  comme  ^0?  ^n  #2>  ys  au  moyen  de  q.  On  obticn- 
dra  ainsi  quatre  nouvelles  fonctions  que  nous  d6signcrons  par 
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par  les  quan  tills  QO, 


3l(v|T),      3,(V|T),      &,<V|T),      ^(V|T). 

Si  Ton  applique  les  formulas  (  XXXIII,  _4)  aux  fonctions 
rf(M|il,,  Qs),  ^(wlQ^O,),  rfa(M|Q(,Q,)f  0-3(1/1^,  Qs)  qui  ne 
sont  autres  que  les  fonctions  rfw,  cs'xw,  rf^a,  rfvw  form6es  avec  les 
demi-p6riodes  o)1?  o>3  et  affect^es  d'indices  ^,  [x,  v  dont  la  valeur 
est  fh.ee  par  le  Tableau  (XX6),  on  trouve  de  suite 


(XLI) 


/     \  '*• 

(0     ;r< 


(a) 
(3) 
(4) 


et  ces  formules,  si  Ton  connaissait  X,  [x,  v,  fourniraient,  par  la 
comparaison  avec  les  formules  m£mes  d'ou  on  les  a  tiroes,  des 
relations  entre  les  fonctions  S"(^|T),  2f(vJT).  Les  formules 
(XXXIII9_<2),  appliqu^es  de  la  m£me  fagon,  permettent  de  faire 
un  pas  de  plus.  ^ 

177.  Mais  il  convient  tout  d'abord  de  faire,  sur  la  significa- 
tion des  radicaux,  quelques  remarques  analogues  a  celles  du 
n°  129. 

Les  quantit^s  y/E2 — E3,   y/E4  —  E3,  y/E<  —  Ea  doivent 
finies  par  les  formules 


(XLI&) 


ou,  d£s  que  Ton  a  fix^  la  signification  de  l/jj->  il  ne  reste  " 
d'arbitraire.  Or,  si  Ton  remplace  EO  E25  E8  par  ex,  ejj,,  ev,  rien 
n'autorise  i  penser  que  les  racines  quatrifemes  que  Ton  vient  de 
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d&finir  soient  les  m&nes  que  celles  qui  fcont  denies  par  les  for- 
mules  (XXXI3);  ainsi,  si  Ton  a  Ea  =  e2,  E3=e3,  on  ne  peul 
nullement  affirmer  que  \/E2  —  E3  soil  ^gale  &  \fe^  —  e3,  mais  seu- 
E8  est  £gale  & 


lement  que  ^/E2  —  E8  est  £gale  &  \Je^  —  e3  multiple  par  une 
racine  quatri&me  de  I'unit6.  En  gdn^ral,  les  quantit^s  (E2  —  E3)2, 
(EI  —  E3)2,  (E<  —  E2)2  sont  identiques  aux  quantit6s  (^2  —  e3)2, 
(e<  —  e3)2,  (e{  —  e^Y  rangdes  dans  un  certain  ordre,  ensorte  que 
1'on  p«eut  affirmer  que  les  quantit^s  ^/E2  —  E3  ,  \/EI  —  E3  ,  y/E<  —  E2 
sont  respectivement  identiques  aux  quantit^s  y/e2  —  e3,  ^e^  —  e3, 
\Je\  —  e2  rang^es  dans  uncertain  ordre  et  multiplies  chacune  par 
une  racine  huiti&me  de  1'unit^  convenablement  choisie. 

De  m£me,  en  conservant  a  Q  le  meme  sens  qu'au  n°  101,  il  est 
clair  que  Ton  a 


et  la  formule  (XXXI4)  montre  que  Ton  doit  avoir 

(XLIe)  £^  =  t' 

e  ^tant  une  racine  huitieme  de  1'unite  convenablement  choisie. 

178.  Quoi  qu'il  en  soil,  il  est  manifeste  que,  en  adoptant  ces 
notations,  les  formules  (XXXI1IB_)2)  nous  donnent  les  suivantes 


(XLI) 


(10) 


Reprenons  maintenant  les  formules  (XXX1II0_)2)  elles-m£mes 
et  observons  que  les  trois  derni^res  entrainent  la  suivante 


est  ^gal  ^  quelque  racine  huitieme  de  l'unit£  qui  peut  d'ail- 
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leurs  dependre  de  a,  fi,  y.  Appliquons  cette  formule  en  prenant 
pour  les  nombres  a,  (3,  y  successivement  les  nombres  X,  jx,  v;  tx, 
v,  X;  v,  X,  [x  et  observons  que  ^/E2 —  E3 ,  \/EI  —  E3 ,  v/E<  —  £3  ne 
pen  vent  differer  respectivement  de  ^/e^ —  ev,  v^v —  ^x?  \A* — ev- 
que  par  des  facteurs  egaux  &  quelque  racine  huitieme  de  Tunite; 
comparons  les  formules  ainsi  obtenues  aux  formules  (XLI8_4n)»  et 
la  formule  (XLI7)  &  la  formule  (XXXIII9);  observons  enfm  que  la 
difference  27),  to^2 — 2H<aivl  se  r^duit  manifestement,  en  vertu 

de  la  relation  7)<(o3  —  7^3 to<  r=:  —,  a  Fexpression  bvvKi  et  nous 
parviendrons  au  theoreme  suivant  : 

Quels  que  soient  les  entiers  a,  b,  c,  d  verifiant  la  condition 
ad —  fcc=  i,  on  aura,  en  designant  par  e,  e7,  ev,  ew  rfe5  racines 
huitiemes  de  I' unite  dont  les  valeurs  dependent  de  a,  6,  c,  rf, 
les  formules  que  void 

=  9ri(v|T), 

")  =  3s(v  |  T), 


(XLII)  

- -         -  -     |T)  =  53(V     T), 


-  ^4(V  I  T), 

v  »o/if  donnes  en  fonetion  de  a,  6,  c,  rf 
Tableau  (XX6). 

179.  II  reste  a  determiner,  dans  chaque  cas  particulier,  les  ra- 
cines huitiemes  de  1'unit^  e,  e',  e%  ew.  Nous  observerons  tout 
d'abord  que  ce  n'est  pas  d'une  racine  huili^me  de  1'  unite  qu'il 
s'agit  vraiment,  mais  seulement  du  signe  d'une  Racine  carr^e. 

En  effet,  pour  chacun  des  six  cas  du  n°  128,  nous  avons  deter- 
mine, sans  ambiguite,  dans  le  Tableau  (XX7),  les  valeurs  des  ra- 


dicaux  y/E2  —  E3  ?  y/Ei  —  E3  ,  y/Ei  —  E2.  D^s  lors  les  racines  qua- 
tri£mes  ^/E2  —  E3  ,  y/E<  —  E3  ,  \/Et  —  E2  ne  peuvent  avoir  que  deux 
valeurs  egales  et  de  signes  contraires,  et  c'est  entre  ces  deux  va- 
leurs qu'il  s'agit  de  choisir.  Nous  allons  d'ailleurs  montrer  que 
quand  le  choix  a  ete  fait  pour  Tun  des  radicaiix,  il  s'impose  pour 
les  autres  :  en  d'autres  termes,  on  peut  exprimer,  sans  ambiguite, 
trois  des  quatre  racines  e,  e',  e/;,  ef//  a  Taide  de  la  quatrierae. 
Remplagons,  par  exemple,  dans  Pegalite  (XUI,),  v  successi- 
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vtment  par  v-H->   V+-T,  vH  ---  1  —  T  et,  par  consequent, 


2  2  22 

En  faisant  usage  des  formules  (XXXIV),  en  r^duisant  et  en 
comparant  les  result  a  Is  obtenus  aux.  trois  ^galit^s  (XLII2_4),  on 
obtient  ais^ment,  dans  les  six  cas  du  Tableau  (XX0),  pour  les 


e'    $*    ew 
rapports  -?  -,  —  >  les  dgalit^s 


<XLU7) 


=  t  2 


ou  m',  T?IV,  mw  sont  trois  nombres  entiers  dont  la  valeur  est  donn£e 
par  le  Tableau  stiivant  : 


<XLTI8) 


•• 

i 

1°. 

1°. 

•j  . 

4°. 

5°. 

6°. 

m' 

—  i 

—  i 

—  i 

—  i 

b 

b 

m" 

—  c 

b  +  d 

—  i 

b^-d 

—  i 

—  i 

m"f 

d 

—  i 

d 

—  i 

—  i 

—  i 

II  s'agit  done  finalement  de  determiner  seulement  e,  dont  la 
valeur,  comme  nous  i'avons  fait  observer  plus  haut,  ne  depend 
que  dusigne  d'une  racine  carr6e.  La  determination  de  ce  signe  en 
fonction  explicite  des  nombres  a,  6,  c,  d  est  un  des  probl&mes 
difficiles  de  la  theorie  qui  nous  occupe  :  il  a  et£  r£solu  pour  la 
premiere  fois  par  M.  Hermite  (').  Avant  de  donner  la  solution  de 
ce  probl6me,  nous  commencerons  par  indiquer  un  moyen  qui  per- 


(«)  Sur  guelques  formules  relatives  d  la  transformation  des  f one tions  ellip- 
tiques  (Journal  de  Liouville,  2*  sdrie,  t.  Ill,  p.  a6). 
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mettra  de  determiner  effectivement  la  valeur  de  e,  toutes  les  fois 
que  les  nombres  0,  6,  c,  d  sont  donnas. 

180.  Nous  eflfectuerons  d'abord  cette  determination  pour  les 
deux  substitutions  propres 


qui,  par  repetition  et  combinaison,  engendrent  toutes  les  aulres. 
Pour  la  premiere  de  ces  deux  substitutions,  on  a 


HI=  7)i,  Hs= 

done 


et  Ton  est  manifestement   dans   le  cas    2°  du  Tableau  (XXfl), 

OiaX=l,[JL=3,P=:2. 

II  serait  done  ais^,  dans  ce  cas  particulier,  d'arriver  au  r^sultat 
en  se  servant  des  formule%  de  transformation  pour  les  fonctions  rf 
et  des  formules  de  passage  des  fonctions  d  aux  fonctions  3  :  en 
effet,  les  requitals  precedents  et  les  formules  (XLI5,  XXXI3)  four- 
nissent  sans  peine  les  relations 


qui  permettent  d'achever  les  calculs. 

Mais  il  est  encore  plus  simple  de  recourir  aux  formules 
(XXXII^)  qui  definissent  les  fonctions  2r.  On  voit  imm<§diate- 
mentj  sur  ces  formules,  que,  par  le  changement  de  q  en  — gr,  les 
fonctions  2r3 (v)  et  2r4(t>)  s'echangent,  tandis  que  les  fonctions 
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q   kS\(v)  et 
aux  formules 


(XLIII) 
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restent  invariables,  et  Ton  parvicnt  ainsi 


(i) 
(2) 
(3) 
(4) 


On  voit  que,  dans  le  cas  consid^re,  en  supposant  quc   Ton 
prenne  \]a  -f-  bt  =  yi  =  i ,  on  a 

s  =  e'  =  /7,        t"  =  £w  =  i . 
Ce  r^sultat  est  d'ailleurs  conforme  au  Tableau  (XLII0). 

181.  Pour    la    seconde    des    deux    substitutions    considerees 
on  a  a  =  o,  b~i,c  =  — i,rf=o, 


done 


111  ~  7)3,  II8  = 


V  =  -, 

T 


et  Ton   est  manifestement  dans    le  cas   5°  du  Tableau  (XX0), 
ou  X=  3,   UL=  a,  v=  i.  Les  formules  (XLII4_4)  donnent  done 


et  Ton  a,  d'apres  le  Tableau  (XUIfl), 


£  .  £ 

—  =  i  —  =  i 

e  e         ' 


Portons  notre  attention  sur  la  Iroisi^me  des  formules  pr£ce*- 
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denies  ou  figurent  des  &  de  m&ne  indice  et  que  Ton  peut  Scrire 


Le  second  membre  de  cette  dgalite  apparait  comme  une  fonc- 
lion  univoque  de  9  et  de  T;  9  ne  figure  pas  dans  le  premier 
membre.  On  pourrait  craindre  que  la  determination  du  premier 
membre  ne  d^pendit  de  la  valeur  de  c%  en  sorte  que  le  second 
membre  fut  toujours  £gal  a  1'une  des  determinations  du  premier, 
mais  lanl6t  a  Tune,  tant6t  a  1'aulre,  suivant  les  valeurs  de  v.  On 
peut  bien  pr^voir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  puisque,  T  ^tant  donn^ 
et  V/T  etant  choisi  arbitrairement,  e"  doit  £tre  enticement  deter- 
min£;  mais  il  est  bien  aise  de  le  reconnattre  autrement.  On  v£ri- 

lie  de  suite,  en  effet,  que  les  zeros  de  S3  (^   —  M  coincident  avec 

les  zeros  de  2r3(V  |  T),  et,  comme  ces  z6ros  sont  tous  simples,  il  est 
clair,  d'apressa  forme,  que  le  second  membre  ne  peut  £tre  qu'une 
fonction  continue  de  ^;  il  ne  peut  done  passer  d'une  valeur  con- 
stante  a  une  autre  valeur  constante;  il  ne  peut  etre  ^gal  qu'a  une 
seule  et  meme  constante,  e\  Ton  a,  en  particulier, 


ce  qui  fixe  bien  le  sens  de  E"  quand  T  est  donn<§  et  que  la  determi- 

nation de  y/Test  fix^e. 

Le  premier  membre  ne  peut  prendre  qu'un  nombre  fini  de  va- 
leurs determines;  le  second  membre  apparait  comme  une  fonc- 
tion de  T  sur  laquelle  nous  allons  pouvoir  r^ter  a  peu  pr£s  le 
raisonnement  precedent.  Fixons  tout  d'abord  le  sens  de  V/T.  La 
partie  imaginaire  de  T  est  positive;  on  peut  done  poser 


en  supposant  que  les  nombres  reels  p  et  9  verifient  les  conditions 
o<p,       o<B<ir. 
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Nous  adopterons  pour  y/T  la  determination 


en  supposant  ^/p  posilif  ;  le  point  y/r  est  alors  situe*  dans  Tangle 
forme*  par  Taxe  des  quantite's  replies  positives  et  Taxe  des  quan- 
tite's purement  imaginaires  £  coefficient  positif  ;  il  se  d^place  d'une 
fagon  continue  dans  cet  angle  quand  le  point  T  se  de*place  d\ine 
fagon  continue  au-dessus  de  Taxe  des  quantites  r^elles.  Gette  de- 
termination de  y/T  e*tant  adoptee,  la  quantity 


est  une  fonction  univoque  et  continue  de  T;  c'est  done  une  seule- 
el  nie'me  constanle. 

Si  nous  prenons,  par  exemple,  T=  /,  p  =  i,  6  =  ->  nous  au- 
rons 


d'ou,  puisque  e7,  ev,  ew  sont  e*gaux  a  «s, 


Finalement  les  formules  de  transformation  sont  ici 


(5) 


(XLIII) 


On  observera  que,  dans  ces  formules,  la  partie  re*elle  de  ^~    est 


LES  FONCTION9  3r. 


positive.  On  a,  en  effet, 


et  cosf  -  —  -j  est  un  nombre  positif,  puisque  0  est  compris  enlre 


o  et  IT. 


182.  Ces  formules  se  rapprochent  naturellement  des  formulas 
(XXXII0_12).  En  changeant,  par  example  dans  la  premiere  de  ces 
formules,  T  en  --  et  v  en  -»  il  vient 


(ft 
;P 


'oiij  en  comparant  a  la  formule 


En  changeant,  sous  le  sign^e  ^>  /i  en  —  /i,  on  obtient  done  la  pre- 

mi^re  des  formules  du  Tableau  suivant,  dont  les  autres  se  dddui- 
sent  de  la  m£me  fagon  : 


(XLIV) 


/"  /" 

^~  est  Tinverse  de  ^?  et  doit  done  avoir  sa  partie  r^elle  positive. 

V*  v* 

183.  Pour  v  =  o,  les  formules  (XLIII|_8)  nous  donnent  les  re- 
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(XLHI) 
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(9) 

uo) 

(ii) 
(12) 


(XLIII) 


(14) 


184.  A  ces  relations  se  joignenl  imm^diatement  celles  qui  con- 
cernent  les  transformations  lin^aires  correspondantes  des  fonc- 


Lorsqu'on  remplace  T  par  T  4-  i  ,  q  est  remplac^  par  —  y,  q0  et 
y(  restent  inall^s,  tandis  que  qt  et  y3  s'^changent;  on  a  done, 
sur  la  definition  me°me  des  fonctions  h(r),  «P(T),  '{'(T),  /(T), 


(XLV) 


(I) 


185.  Lorsqu'on  remplace  T  par >  on  d^duit  facilement  la 

relation  qui  concerne  H(T)  de  la  relation  (XLIII13)  en  faisant 
usage  de  T^galit^  Sr'4  (o)  =  2Tch3(t).  On  a  ainsi 


et,  par  suite, 
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oii  C  est  une  racine  de  Tunit^:  On  a  d£j&  fait  observer  (n°  181) 
que  \/T  est  une  fonction  univoque  de  t;  en  r^petant  les  raisonpe- 
ments  de  ce  num£ro,  on  voit  imm£diatement  que  C  ne  depend 

pas  de  T;  d'ailleurs,  pour  T  =  i,  on  a  C  =  ~i  &  vient  done  fina- 

v* 
lement 


(XLV5) 

Quant  aux  fonctions  <?(T)  et  ^(T),  on  a  d'abord 


done 


oii  le  signe  ne  depend  pas  de  T.  Mais  si  Ton  suppose  T  puremenl 
imaginaire,  les  fonciions  <p  et  <j>  sont  reelles  et  positives  ;  on  a  done 
dans  tous  les  cas 


(XLVc) 

et,  ce  qui  est  la  meme  chose, 


Enfin  la  relation  cp  (T)  ^(T)  =  ^  (T)  montre  que  Ton  a 


en  d^signant  par  G  une  racine  cubique  de  1'unit^  qui  est  la 
m£rne,  quel  que  soit  T.  En  observant  que  pour  une  valeur  pure- 
ment  imaginaire  de  T  la  fonction  %(T)  a  une  valeur  r^elle  et  posi- 
tive, comme  ii  r^sulte  de  sa  definition,  on  voit  que  C  est  £gal  &  i  ; 
on  a  done 

(XLV8) 

T.  et  M.  -  II. 
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186.  Les  formuJes  qui  prudent  nous  permettent,  par 
tlon  et  combinaison  (n°  149),  d'obtenir,  chaque  fois  quea,  ft,  c,  d 
oat  des  valeurs  num<5riques  donn^es,  les  formules  de  transforma- 
tion lin^aire  pour  toutes  les  fonctions  consid^es.  Le  probteme 
de  la  transformation  lin<5aire  des  fonctions  Set  des  fonctions  CP(T), 

<KT)>  X(T)'  h(T)>  Peut  donc  ^tre  consi(I^  comme  r^solu* 

Parmi  les  substitutions  lin^aires  dont  on  fait  souvent  usage, 
nous  citerons  les  suivantes,  ou  m  et  n  sont  des  entiers  quel- 
conques, 


(XLV9) 


(XLV«) 


elles  resultent  immediatement,  par  combinaison  et  repetition,  des 
formules  pr^c^dentes, 

187.  Le  Tableau  (XX7)perrnet  d'ecrire  immediatement,  dans 
les  six  cas  possibles,  les  valeurs  de  ?*(T)  =  A-(T)  et  de 
^4(T)  =  ^(T)  en  fonction  de  ?'(T)==  A-(T)  et  de  ^(T)  =  AJ(T). 
II  suffit  pour  cela  de  tenir  compte  des  relations 


E3 


Mais  les  resultats  pr^dents  permettent  d'obtenir  davantage; 
onpeut,  en  effet,  en  diduire  cpa(T)  et^(T)en  fonction  de  ?»(T) 
et  de  ^2(ir)  dans  les  six  cas  consid<5r<5s.  En  faisant  usage  des  for- 
mules (XLII)  et  en  posant 


Q»(T)  = 


)  =  /F(T)  = 
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on  a 


2r3(o|T) 


2r,(o|T)       e"  V(°h) 

d'ou  rdsultent  imm^diatement,  en  tenant  compte  du  Ta- 
bleau (XLIIfl),  les  formules  annoncees  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XX0)  : 


•7  = 


1°. 


fo- 


3°. 


4°. 


cd 


v/F' 


Sur  ce  Tableau,  on  observe  imm^dialement  que  les  quantites 
y»(T)  =  A-'-(T),  ^S(T)  =  A~'a(T)  ne  sont  susceptibles  que  de  six 
valeurs,  savoir  : 


Ces  six  valeurs  sont  precisement  celles  que  prend  un  rapport 
anharmonique  quand  on  y  permute  de  toutes  les  fagons  possibles 
les  quatre 


188.  Les  formules  (XLV)  nous  permettent  d'^tablir  quelques 
relations  importantes  qui  nous  seront  utiles  plus  tard;  ces  rela- 
tions concernent  les  invariants  de  toutes  les  substitutions  lin^aires, 
et  c'est  sur  ce  point  que  nous  allons  maintenant  fixer  noire  atten- 
tion («). 


(«)  Voir  RA.USENBERQER,  Theorie  der  periodischen  Functioned  p.  867. 
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Les  formulas  (XLIII)  mettent  en  Evidence  ce  fait  que  chaque 
fonction  symStrique  entire  de  degre  /i,  des  quanlil^s 

Sl(o|T),    9rJ(o|T),    &KO|T), 

ne  change  pas  lorsqu'on  remplace  T  par  T  +  i   et  se  multiplie 
par  T4W,  lorsqu'on  remplace  T  par  —  -• 

Le  quotient  de  deux  fonctions  sym£triques  entires,  de  m£me 
degr£,  des  quantit£s 

&J(o|T),    aj(o|T),    Sj(o|T) 

ne  change  done  pas  lorsqu'on  remplace  T  soil  par  T  -f-  i  ,  soil 
par  —  i;  il  ne  change  done  pas  lorsqu'on  effectue  surTime  trans- 

formation Jin£aire  quelconque. 

Parmi  ces  quotients,  les  plus  simples  sont  ceux  que  Ton  pent 
former  a  1'aide  des  trob  fonctions  sym£triques  el£mentaires 


&I  (o  I  T)  2r!  (o  |  T)  +  S|  (o  |  T  )  3J  (o  |  T)  H-  &|  (o  |T)  3?  (o  | 
&i(o|T)SrJ(o|T)9ri(o|T). 

Considerons  en  particulier  le  quotient 


il  s'exprime  simplement  en  fonction  de  k*.  En  tenant  compte  de 
la  definition  (XXXVII,  _a)  de  y/£,  y/A'  et  de  la  relation  A"2  +  A'/2  =  i  , 
on  trouve  imm^diatement  pour  sa  valeur 


8  (i  _ 


On  d^signe  habituellement  par  J(T)  et  Ton  nomme  invariant 
absolu  des  fonctions  doublement  periodiques  la  fonclion  dc  T, 

/j 

(xxxviig)  J(T)  =  ^  k 


nous  venons  de  voir  qu'elle  ne  varie  pas  lorsque  1'on  effectue 
sur  T  une  substitution  lin^aire  quelconque  (ad  —  be  =  i),  et  que 
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Ton  a 

o|T)]»  . 

^     '' 


De  plus,  comme  la  relation  (XXXVTo) 


entraine  la  suivante 


on  voit,  en  appliquant  le  thdoreme  fondamental  sur  les  fonctions 
symetriques,  que  tout  quotient  de  deux  fonctions  symetriques 
quelconques,  de  m^me  degr^,  des  trois  quantit^s 

&l(o|T),     Srj(o|T),    9rl(o|T), 
est  une  fonction  ralionnelle  de  J(T). 

189.  II  est  facile  d'exprimgr  J(T)  en  fonction  des  invariants  g^ 
ct     3.  Comme  on  a 


il  vient  immediaUment,  en  tenant  compte  des  relations 

3=  o, 

--  —  > 


la  formule 

(xxxvii,  «,)  J<T) 

Dans  les  notations  de  M.  Weierstrass,  on  envisage  souvenl  le 
quotient 

j£L 

^7  g\ 
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comme  invariant  absolu.  Entre  J(T)  et  cet  invariant,  on  a  imm£- 
diatement  les  relations  tr&s  simples 

*\ 


V.  —  G6n6ralit6s  sur  les  transformations  lin£aires. 
Transformation  Iin6aire  des  fonctions  cp(t),  ^(T),  x(T)- 

190.  Pour  ^tablir  les  formules  de  transformation  lin^aire  g£ne- 
rale  pour  les  trois  fonctions  <p(t),  'i(^),  <X,(T)  ^e  ^*  Hermite,  ce 
qui,  d'apr^s  le  Tableau  du  n°187,  revient  a  la  determination  d'un 
signe  4-  ou  —  qui  peut  d^pendre  des  quatre  entiers  a,  ft,  c,  d,  il 
nous  faut  d'abord  commencer  par  etudier  de  plus  pres  ce  mode  de 
transformation. 

Nous  d^signerons  sous  le  nom  de  transformation  Lineaire  To- 

C  H-  £/T 

p^ration  qui  consiste  ^t  remplacer  T  par  .-  >  #,  ft,  c,  rf  ^tant 
quatre  entiers  qui  v^rifient  la  relation  ad  —  be  =  i  ;  elle  se  repre- 
sentera  par  le  sjmbole  (  -  —  ~  \  • 

Si  (C  "*",)>  (  ^7  —  77^)  sorit  deux  symboles  de  transformation 
\a-H&t/     \a-r6'T/  J 

lin^aire,  le  symbole 


/  c-*-di 
\a  •          ' 


repr^sentera  Top^ration  qui  consiste  a  remplacer  T  par 


cetle  operation  est  manifestement  une  transformation  lin^aire. 
Elle  sera  dite  compos&e  avec  les  transformations 
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De  mgme,  si     ^i—)  est  un  troisi&me  symbole  de  transfbr- 
mation  lineaire,  le  symbole 


repr^sentera  1'opdration  qui  consiste  &  remplacer  T  par 


aa'-\-  bc'-\-  (ab'-+-  bd'}  —?,  -  np- 
v  '      -•    " 


et  Ton  voit  sans  peine  que  cette  operation  est  encore  une  trans- 
formation lineaire.  Elle  sera  dile  composee  avec  les  transforma- 


lions 

aH-T       \a-HT        \a-*-t 

L'operation  qui  consiste  a  remplacer  T  par  -  7—  est  iden- 

tique  a  1'op^ration  qui  consiste  a  remplacer  respectivement  w^  ,  (oa 
par  aw,  4-  6to3,  cw,  -f-  rfco3  :  c'est  I'op^ration  que  nous  avons  d^- 
sign^e  au  n°  146  sous  le  nom  de  substitution,  et  que  nous  avons 

representee  par  le  symbole  (        ,j;  en  sorte  que,  si  Ton  con- 


\c     d 
serve  les  notations  des  n°  146-147,  on  voit  que  1'op^ration 

rf'T 


revient  a  la  substitution  (*  ) 

(a     b\(a'    b'\(a     V\ 
(c     d)(c'     d')\c"     d")' 

11  est  clair  que  dans  un  symbole  de  transformation 


on  peut  grouper  ensemble  deux  oti  plusieurs  termes  consScutifs, 
de  m^me  que  dans  un  produit  symbolique  de  substitutions  on 
peut  remplacer  plusieurs  facteurs  symboliques  par  leur  produit 
effectue. 

(')  Koi'r,  en  particulier,  la  note  finale  du  n°  146,  t.  I,  p.  241. 
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L'op£ration  qui  consiste  &  rempiacer  t  par  T  est  la  transforma- 
tion identique. 
La  transformation  (    ^"V^  )  est  la  transformation  inverse  de 

\    d  —  #T     / 

e  transformation 


/  c  4-  dt    —  c  -4- 

repr^sente  aussi  la  transformation  identique. 

191 .  Le  th£or6me  etabli  aux  nos  148-150  peut  maintenant  s'dnon- 
cer  de  la  fagon  suivante  :  Toute  transformation  lineaire  peut 
s'obtenir  par  la  composition  de  transformations  de  la  forme 

(T  ±  i),  ( —  -  )•  D'ailleurs,  la  r£p£tition  de  n  transformations  de  la 

forme  (T  ±  i)  ^quivaut  a  une  transformation  de  la  forme  (T  ±n) ; 
la  composition  de  deux  transformations  de  cette  derni&re  forme 
reproduit  une  transformation  de  m£me  forme;  enfin,  la  composi- 
tion de  deux  transformations  ( —  --)  reproduit  la  transformation 

identique,  qui  n'a  pas  d'influence.  Rien  n'empSche  done  d'^non- 
cer  ce  th£or&me  de  la  fagon  suivante  : 

Toute  transformation  lineaire  peut  &tre  representee  par  un 
symbole  de  la  forme 

(.  .  .  .  T  -H  Tlj. >   T-H/12,    —  — >   T-h/lfl.   —  —  i    •••   1  \ 
T  T  T  / 

/?i,  n2,  n 3,  ...  ^tant  des  nombres  entiers  positifs  oti  n^gatifs. 

Le  premier  et  le  dernier  des  £l£ments  de  ce  symbole  peuvent 
d'ailleurs  6tre  de  1'une  ou  de  1'autre  des  deux  formes  T  +  n, • 

Par  example,  la  transformation  ( ^  )  peut  se  representer  par 

\  j  T  —  ID  / 

le  symbole 

/T  +  2  -1,  T^3   -l,*-5\ 
{*    J       ^)T-*-^          '  T      0| 

c'est-4-dire  que  Ton  a 

$t  —  *7  _0_ 
3T_l6-2 
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192.  Nous  dirons  qu'un  easemble  de  transformations  lineaires, 
en  nombre  fini,  constitue  un  groupe  si  la  transformation  iden- 
tique  fait  partie  de  cet  ensemble  el  si  toute  transformation  obte- 
nue  en  composant  deux  transformations  de  1'ensemble  appartient 
aussi  £  cet  ensemble.  D'apr&s  cela,  Pensemble  de  toutes  les  trans- 
formations lineaires  constitue  un  groupe.  L'ensemble  de  toutes 
les  transformations  lineaires  obtenues  par  r£p6tition  et  combinai- 

son  des  deux  transformations  (T+  2),  ( —  i  J  constitue  aussi  un 

groupe.  Si  dans  un  groupe  de  transformations  lin^aires  on  peut 
en  isoler  un  nombre  fini  ou  infini  qui*,  prises  dans  leur  ensemble, 
constituent  un  groupe,  ce  groupe  partiel  sera  dit  un  sous-groupe, 
contenu  dans  le  groupe  total.  Ainsi,  le  second  des  deux  groupes 
pr£c£dents  est  un  sous-groupe  contenu  dans  le  premier. 

Nous  appellerons  /onction  modulaire  (*)  une  fonction  uni- 
voque  de  T  qui  reste  invariable  pour  toutes  les  transformations 
lineaires  d'un  groupe.  Telle  est,  en  particulier,  la  fonction  J(T), 
qui  reste  invariable  pour  toutes  les  transformations  lineaires. 

Si  une  fonction  univoque  de  T  reste  invariable  pour  quelques 
transformations  lineaires,  1'ensemble  des  transformations  qui 
laissent  cette  fonction  invariable  constitue  ^videmmentun  groupe; 
en  effet,  la  transformation  identique  fait  parlie  de  cet  ensemble, 
puisque  la  fonclion  est  univoque,  et  la  transformation,  compos^e 
de  deux  transformations  lineaires  de  Tensemble,  laissant  la  fonc- 
tion invariable,  comme  les  deux  transformations  composantes, 
appartiendra  de  m£me  a  Tensemble.  On  dit  du  groupe  ainsi  form£ 
que  la  fonction  consid£r£e  lui  appartient. 

Une  fonction  univoque  de  T  qui,  lorsqu'on  fait  subir  £  T  une 
transformation  lin^aire  quelconque,  ne  peut  prendre  qu'un 
nombre  limit^  de  valeurs,  est  manifestement  une  fonction  modu- 
laire ;  elle  appartient  au  groupe  des  transformations  lineaires 
qui  laissent  cette  fonction  invariable;  telles  sont  les  fonctions 
A-(T),  £'(T),  cp(T),  ^(T),  ^(T)  pr^c^deinment  denies,  et  qui  sont, 
comme  on  Ta  vu  plus  haut  (XXXVIIg),  (XXXVIII|j4|T),  li^es  al- 
gibriquement  a  la  fonction  J  (T). 

L'&ude  des  fonctions  modulaires,  qu'il  convient  de  faire  re* 

(l )  Cette  denomination  est  due  &  M.  Dedekind. 
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monter  &  M.  Hermile,  a  6l&  1'objet  de  d^veloppements  consid£ra- 
bles,  dans  lesquels  nous  ne  saurions  entrer  ici  (*).  En  s'affran- 
chissant  de  la  restriction,  qui  consiste  en  ce  que  les  nombres  a, 
6,  c,  d  sont  rationnels,  on  entre  dans  le  domaine  des  recherches  qui 
ont  iilustrd  le  nom  de  M.  Poincar6,  recherches  que  les  travaux  de 
MM.  Schwarzj  Fuchs,  Klein  avaient  d'ailleurs  pr^par^es. 

193*  I/un  des  probl&mes  qui  se  posent  le  plus  naturellement 
est  celui-ci  :  £tant  donn^e  une  fonction  modulaire,  determiner  le 
groupe  auquel  elle  appartient.  Nous  allons  Faborder  pour  les  trois 
fonctions  cp(t),  ^(T),  X(T)' 

Consid^rons  d'abord  les  trois  fonctions 


On  reconnait  tout  de  suite,  en  vertu  des  relations  algebriques 
qui  lient  les  fonctions  cp,  $,  ^,  qu'elles  ne  peuvent  etrc  dgales 
que  pour  des  valeurs  particulieres  de  T,  faisant  acqu<5rir  aux  fonc- 
tions y,  ^,  ^  certaines  valeurs  d^termin^es  :  comme  il  est  Evi- 
dent, sur  leur  definition,  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  des 
constantes,  on  voit  que  les  fonctions  A,  B,  C  sont,  en  general,  dis- 

tinctes.  Or  Teffet  des  transformations  (T±  i),  (—  M  est  de  les 
ranger  respectivement  dans  les  ordres 

G,    B,    A, 
A,    C,    B. 

Toute  transformation  lin^aire,  £tant  compos^e  avec  celles-la, 
ne  pourra  done  avoir  d'autre  effet  que  de  reproduire  ces  trois 
fonctions,  rang^es  dans  un  certain  ordre,  et  chacune  d'elles  ne 
peut  prendre  que  trois  valeurs  quand  on  effectue  surT  une  trans- 
formation lin^aire  quelconque. 


(*)  Voir,  en  particulier,  les.  nombreux  M^moires  de  M.  Klein  dans  les  Mathe- 
matische  Annalen,  et  son  Livre  Zur  Theorie  der  Modulfunctionen,  ainsi  que  le 
M&noire  de  M.  Kiepert  dans  le  Journal  de  Crette,  t.  87.  M.  Hurwitz  (Mathe-i 
matische  Annalen,  t.  XVIII,  p.  628)  a  montre"  comment  on  peut  envisager  les 
fonctions  modulaires  directement  et  sans  passer  par  Finterme'diaire  des  fonctions 
Th^ta. 
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Cela  s'accorde  avec  ce  fait  que  1'on  a 


Liquation  du  troisieme  degre  en  M, 


que  ve*rifie  la  fonction  %24(T),  montre  bien,  en  eftet,  que  cette 
fonction  ne  peut  prendre  que  trois  valeurs  pour  les  transforma- 
tions line'aires  qui  laissent  J(T)  invariable,  et  les  trois  racines  de 
cetle  Equation  sont  pre'cisement  A,  B,  C. 

191.  Les  formules  (XLV)  inontrent  clairement  que  les  trans- 
formations (TI±I  2),  (  —  -)  laissent  la  fonction  A  invariable.  Re- 

ciproquement,  toule  transformation  line*aire  qui  laisse  A  inva- 
riable peut  etre  obtenue  de  cette  fac,on,  de  sorte  que  la  fonction  A 
appartient  au  groupe  forme"  en  composant  les  transformations 


-1) 


de  toutes  les  manieres  possibles. 


Supposons,  en  effet,  le  symbole  de  transformation  ecrit  sous  la 
forme 


i  i 

9    T  -4-  712, ? 

T  T 


n^gligeons  au  commencement,  s'il  y  en  a,  les  lermes  de  la  forme 
T-+-  2ft?  —  i,  qUi  laissent  A  invariable,  de  sorte  que  le  premier 

terme  du  symbole  de  transformation  sera  de  la  forme  T  -+-  n  ou  n 
est  impair;  si  n  n'est  pas  e*gal  a  i ,  on  le  decomposera  en  deux, 
T  4-  n  >_  ,  ?  T  _j.  j  ?  dont  on  fera  rentrer  le  premier  parmi  ceux  que 
Ton  neglige  et  qui  laissent  A  invariable.  Les  deux  premieres 

transformations,  (T+  i),  ( —  -  )>  changent  successivement  A  en  C, 

puis  C  en  B ;  vient  ensuite  un  terme  de  la  forme  T  +  n.  Que  n  soit 
pair  ou  impair,  la  transformation  (T+W)  laisse  B  invariable; 
puis  vient  un  terme  de  la  forme  —  i  qui  change  B  en  C;  puis  un 
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terme  de  la  forme  T  4-  n!.  Que  n1  soil  pair  ou  impair,  nous  d&com- 
poserons  la  transformation  (T 4- n')  en  deux,  (T  —  i),  (T+/I'+  i);la 
transformation  (T  —  i )  change  C  en  A,  et  nous  prendrons  la  transfor- 
mation (t4-ft'4-i)  comme  premier  terme  d'une  nouvelle  suite 
dont  nous  traiterons  les  termes  corame  ceux  dont  nous  venons  de 
parler.  En  r£p£tant  ainsi  le  nombre  voulu  de  fois  le  mime  raison- 
nement,  on  arrive  finalement  £  la  conclusion  suivante  : 

Si  une  transformation  lineaire  laisse  A  invariable,  son  sym- 
bole  sera  form£  d'une  suite  de  groupes  de  termes  tels  que 

i  i 

T-J-I, ,        T  -h  ft, )        T  —  I, 

groupes  de  termes  qui  pourront  6tre  pr^c^d^s,  sujvis  on  s^pares 
les  uns  des  autres  par  des  termes  tels  que  T  4-  2  /i,  —  -;  on  pent 

dire  encore  que  la  transformation  sera  compos^e  de  transforma- 
tions ayant  pour  syinboles 

(t-t-2/l),        /—  i 

ou  n  est  un  entier  pair  ou  impair,  positif  ou  ndgatif. 

Or  la  transformation  correspondant  au  dernier  symbole  revient 
a  remplacer  T  par 

_    T          __  (n  —  I)T  —  n 

"~  ~~    n  T  —  n  —  i  ' 


n  — 


—  i 


on  reconnait  d'ailleurs  immediatement,  en  adoptant  cette  nota- 
tion, que  I'oii  a 


n—  2 

on  aura  done,  en  supposant  n  positif, 

—  i 


TJ  —  2  tn—l  —  2 

et,  par  suite, 
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le   symbole   du.   second   membre   comprenant  n  termes  de   la 
forme  --  et  n  termes  de  la  forme  T  —  2.  Comme  on  peut 
la  relation  pr£c£dente  entre  in  et 


on  a  auss 


et,  par  suite,  en  supposant  n  ndgatif, 

/(n  —  I)T  — n\  _  / 
\   /*T  —  n  —  i   /        \ 


i  i 

2,    —  z,    T-H2, , 


le   symbole    du   second    membre    comprenant    /i   termes    de    la 
forme  T  -f-  2  et  /i  termes  de  la  forme • 

On  voit,  en  resum^,  que  les  transformations  qui  laissent  y24(T) 
invariable  s'obtiennent  en  composant  les  transformations  de  la 

forme  (T  ib  2),  ( j>  et  pourront  etre  representees  par  des  sym- 

boles  de  la  forme  % 


/i1?  7i2,  ...  ^tant  des  nombres  entiers  positifs  ou  n^gatifs;  d'ail- 
leurs,  le  symbole  peut  ^tre  Iimit6  a  droite  et  a  gauche  par  des 

termes  de  la  forme  —  -  ou  T  +  2/2. 

195.  Les  transformations  lineaires  qui  laissent  la  fonction  •£  (T) 
invariable  appartiennent  certainement  a  ce  type  ,  et,  en  vertu  des 


relations 


il  est  clair  que  I'efFel  sur  la  fonction  ^(T)  de  la  transformation 
prfoedente  est  de  la  reproduire  multiple  par  une  puissance  de  i 
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dont  Pexposant  est  le  sixi6me  de  la  somme 


Si  done  on  veut  que  Ik  transformation  laisse  %(T)  invariable,  il 
faut  et  il  suffit  que  cette  somme  soit  un  multiple  de  24. 

196.  Puisque  Ton  a 


il  est  clair  que  les  transformations  lindaires  qui  laisseront  in  varia- 
bles <PS(T)  ou  ^8(T),  laissant  aussi  %24(T)  invariable,  auront  tou- 
jours  des  symboles  de  la  forme 


2  71],    --  »    T~h  ?,/l2»    --  > 


mais  comme  les  transformations  de  la  forme  (7+2/1)  n'alterent 
ni  CPS(T)  ni  ^S(T),  et  que  les  transformations  de  la  forme  (  —  ~  } 

echangent  ces  deux  fonctions,  on  voit  que  si  la  transformation  ne 
change  pas  <PS(T)  ou  ^S(T),  son  symbole  devra  contenir  le  termo 

--  un  nombre  pair  de  fois.  II  suit  de  la  que  toutes  les  transfor- 

mations cherch^es  r^sultent  de  la  composition  de  transformations 
ayant  des  symboles  de  la  forme 


2/tt),        ( >    T-4-2/1, \- 


Onreconnait  sans  peine,  en  r^petant  le  raisonnement  du  n°  194, 
que  la  derni^re  transformation  s'obtient  en  repetant  n  fois  1'une 
ou  Tautre  des  deux  transformations  inverses 


suivant  que  n  est  positif  ou  ndgatif. 

Les  transformations  qui  n'alterent  pas  les  fonctions  <PS(T), 
^8(t)  pourront  done  £tre  repr6sent£es  par  des  symboles  ou  figu- 
reront,  n'importe  dans  quel  ordre,  des  termes  de  la  forme 


I  —  3  T          I  -f-  2  T 
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'197.  Les  deux  d emigres  transformations  n'alterent  pas  la  fonc- 
tion  <P(T),  tandis  que  J'effet  de  la  premiere  est  de  reproduire  cette 
fonction  multiplied  par  \Jin.  Si  done  on  veut  avoir  une  transfor- 
mation lin^aire  qui  n'altere  pas  f(^),  il  faudra  la  constituer  de  la 
mSme  maniere,  avec  cette  condition,  que  la  somme  des  nombres  n 
qui  figurent  dans  les  termes  de  la  forme  7-f-an  soit  divisible 
par  8.  On  reconnait,  au  contraire,  que  les  symboles  des  transfor- 
mations qui  laissent  ^(T)  invariable  peuvent  contenir  des  termes 
de  la  forme  T  +  2/i  en  nombre  arbitraire;  mais  que  le  nombre 

des  termes  de  la  forme •>  diminu^  du  nombre  des  termes  de 

I  —  2T 

la  forme  — - — ,  doit  elre  divisible  par  8, 

I  -4-  2T  £ 

198.  Nous  nous  proposons  maintenant  d^tablir  les  formules 
qui  expriment  au  moyen  de  f(t),  ^(T),  /CO  les  fonctions  <P(T), 
^(T),  X(T)>  en  designant  par 


__   c  -+-  a-c 

"~  a  H-  b  T 


une  transformation  Kneaire  quelconque.  Ces  formules  ont  £t£ 
donnees  par  M.  Hermile  (').  T*out  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans 
1'analyse  qui  suit  est  dii  a  M.  Schlafli  (2). 

Les  resultats  sont  diff^rents,  suivant  que  Ton  se  trouve  dans 
Tun  ou  1'autre  des  six  cas  du  Tableau  (XX0).  Supposons  d'abord 
que  Ton  soit  dans  le  cas  i°,  en  sorte  que  a,  d  soient  impairs,  c  et 
itHant  pairs.  Cette  transformation  conservera<p8(T),  $S(T),  comme 
il  requite  du  Tableau  du  n°  187;  elle  aura  done  un  symbole  de  la 

forme 

/  i  i 


les  nombres  a0,  a(,  ...  etant  pairs,  et  le  nombre  des  elements  de 


(«)  Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  5o8  et  p.  715. 

On  remarquera  que  les  cas  2°  et  5°  correspondent  respectivement  aux  cas  V 
et  II  de  M.  Hermite  dans  tous  nos  Tableaux  de  formules.  II  y  a  correspondance 
complete  entre  le  nume'rotage  des  six  cas  dans  les  Formeln  und  Lehrsatze  de 
M.  Schwarz  et  le  n6tre. 

(a)  Journal  de  Crelle,  t,  LXXI1,  p.  36o. 
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la  forme  —  -  6tant  pair.  Si  ce  symbole  commence  ou  finit  par  un 
terme  de  la  forme  —  ->  on  placera  au  commencement  ou  i  la  fin 
un  terme  de  la  forme  T  +  o,  de  manure  a  obtenir,  dans  tous  les 
cas,  un  symbole  de  la  forme 


\ 

ou  tous  les  nombres  a0>  a<  >  .  .  .  ,  a2«  sont  pairs,  le  premier  et  le 
dernier  pouvant  seuls  £tre  nuls.  En  groupant  ensemble  les  trans- 
formations partielles  telles  que 


on  peut  encore  donner  au  symbole  la  forme 


Les    transformations   de   la    forme  (i-f-a)   changent    ^p(t)   en 
«  '  j? 

^?(T),  laissent  ^(T)  invariable   el  changent  ^(T)  en   ^/(T); 

les  transformations  (7^7^)  laissent  cp(r)   invariable,  changent 

a  /i 

(T)  et  -^(T)  en  «"%(T)  :  si  done  on  pose 


A2«  —  a0  -4- 
Aj/z-i  =  «i  -h 
on  aura 


<p(T)=  t  *   «p(T), 


Nous  sommes  ainsi  amends  a  chercher  des  expressions  en  fonc- 
tion  de  a,  ft,  c,  rf,  de  nombres  congrus,  suivant  le  module  16, 
b  AtiM  a  A2«_4  et,  suivant  le  module  48,  a  Alw-HAfrt_<. 

199.  La  premiere  forme  du  symbole  de  transformation  montre 
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que  Ton  a 

c  -H  dt  T 


i 

#2/1-1  — 


Designons  par  —  la  re*duite  de  rang  m  -+-  i  de  la  fraction  con- 

q  in 

tinue 


en  sorte  que  Ton  ait 


-\~  P  m<l  m-\.  —  I- 


L'expression  de  -  v^>  sous  forme  de  fraction  continue,  montre 
que  Ton  a 


et  que,  par  consequent,  au  facteur  —  i  pres,  les  nombres  q2n,  q^/i^n 
/?2rt»  p^n-{  sont  respectivement  egaux  aux  nombres  a,  6,  c,  rf. 
Comme  on  ne  change  pas  la  transformation  en  changeant  a  la  fois 
les  signes  de  ces  quatre  nombres,  et  que,  d'autre  part,  dans  les  for- 
mules  finales,  figureront  seulement  des  fonctions  paires  de 
q^n-M  P*n,  p*n-\<>  rien  n'emp^che  de  supposer 


/>2»=  Cj          P*n-i  =  d. 

II  suffit  done  d'exprimer  A2/I,  A2W_<  par  des  nombres  forme's 
a  Paide  des  entiers  j0a/t>  /^a/i-n  ^2/1*  ^a/i-ij  ^  des  multiples  de  16 
T.  ct  M.  -  II  5 
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pr£s,  pour  avoir,  dans  le  cas  oil  nous  nous  sommes  places,  les 
formules  de  transformation  lin£aire  des  fonctions  o  et  ^. 

200.  Supposons  les  quantit^s  pr,  qr  exprim^es  explicilement  en 
fonction  de  a0,  a^  a2,  a3,  .  .  .  :  ce  seront  des  polynomes  a  coef- 
ficients +  i  et  —  i,  od  Ton  pourra  grouper  ensemble  les  termes 
de  m£me  degr£.  D'ailleurs,  dans  chacune  de  ces  expressions,  on 
n'aura  soit  que  des  termes  de  degr6  pair,  soit  que  des  termes  de 
degr£  impair,  en  sorte  que,  si  Ton  d^signe  par  A2/2,  A2/2_i  ;  B2/z, 
B2*_,  ;  C2W,  C2/l_<  ;  D2W,  D2/z_<  ;  E2/l,  E2W_<  ;  .  .  .  des  polynomes 
en  a0>  ^0^2?  •  •  •  dont  les  degr^s  respectifs  sont  dgaux  au  rang 
des  lettres  A,  B,  C,  D,  .  .  .  dans  Talphabet,  on  peut  £crire,  comme 
on  le  voit  tr£s  ais^ment, 


A  la  virile,  le  sens  des  symboles  A2/0  A2W_<  a  d^ja  ete  fix^  ;  mais 
Us  gardent  leur  signification,  comme  on  va  le  verifier  imm^diate- 
ment.  En  substituant,  en  effet,  les  valeurs  que  Ton  vient  d'ecrire 
dans  les  £galit£s 


on  trouve  de  suite 

(v)         B!n=ASl 

\  Cj*  =  B2J 

d'ou  Ton  tire 


/I-I  =  a!  -H  a3  -h . 
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D'ailleurs,  puisque  les  nombres  a0,  a<,  a2,  ...  sont  pairs,  on  a 
certainement,  quel  que  soil  Tindice  r, 

Ar==o    (mod.  2),        Br==o    (mod.  4),        Crs=o    (mod.  8), 

et  les  nombres  Dr,  En  ...  sont  ^videmment  divisibles  par  16,  en 
sorte  que  les  £galit£s  (J3)  entrainent  les  congruences  (mod.  16) 


(0 


(—  OVtn-i  =  i  —  B,*-!, 

(—  0*?2«     ^i  —  Ban, 

(—  0*  ?2n-i  53  —  A^-i  -f-  Cm.!. 

L'avant-derniere  des  ^galites  (8)  peut  s'^crire 


2W  =  (A,  —  Ao)  B!  -I-  (  At  -  A,) 

=  -  AoBj  —  A2(B3—  Bj)  -,  .  .—  A2n_2  (Bja-i—  B,^8)  -4-  A,«B,n-,  . 


Si,  dans  le  dernier  membre,  on  remplace  pour  chacun  des  in- 
dices r=a,  3,  ...,  n,  la  difference  B2r_i  —  B2r_3  par  sa  valeur 

A2r_2^2r~i  et  B4  par  a0di  ==  A0(7,,  il  vient 


—  a3  A  J  —  .  .  .—  a2/i-i  Aln«2  •+•  A2«  B2rt-i  . 
D'ailleurs  on  a,  en  g^n^ral, 

a2r_i  Al^.2  ==  2a2r-i  A2r_2       (mod.  16); 

en  effet,  la  difference  a2r_i  A2r-s(A2r_2—  2)  entre  les  deux  mem- 
bres  esl  divisible  par  16,  puisque  <z2r_<  est  pair  et  que  le  produit 
des  deux  nombres  pairs  cons^cutifs  A2r_2>  A2r_2  —  2  est  divisible 
par  8.  Ainsi,  en  negligeant  les  multiples  de  16,  la  qua  n  lite 
a<in_{  A2/z^,  peut  6tre  remplacde  par 


on  a  done 

Gt«5—  aBtf|.i+  A^BJA.!        (mod.  16). 

On  ddmontre  exactement  de  la  m£me  fagon  la  congruence 
C2/t-t=s  —  2Blrt-,+  Asrt-iBa^j       (mod.  16). 
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Ces  deux  congruences  permettent  d'e*crire  la  premiere  et  la  der- 
niere  des  congruences  (e)  sous  la  forme 


(mod.  16). 


Dans  le  second  membre  de  la  premiere  de  ces  congruences,  on 
peut  remplacer  B2/l_<  par  i  —  (—  i  )npm-\  ?  puisque  les  deux 
quan  tile's  ne  different  que  par  un  multiple  de  16.  De  m£me,  dans 
le  second  membre  de  la  deuxieme,  on  pent  remplacer  B2/j_2  par 


D'autre  part,  l 


montre,  en  tenant  compte  de  la  derniere  congruence  (e)  et  cle 
la  congruence  C2r_i  =  o  (mod.  8),  que  Ton  a 


Si  le  nombre  pair  A2w_i  est  divisible  par  4?  on  a  done 
#2«^—  ?2*-2        (mod,  8); 

mais,  dans  la  seconde  congruence  (YJ),  B2/l_2  est  multiplied  par 
le  nombre  pair  Afw«i  —  a;  on  peut  done  n^gliger  dans  1'ex- 
pression  de  B2/i..2  'es  multiples  de  8,  et,  par  consequent,  rem- 
placer B2/t_a  par  i  —  (—  i)*^.  Si  A.^^  ^tait  divisible  par  2  sans 
1'Atre  par  4,  le  facteur  A2w_4  —  2  serait  divisible  par  4,  et  1'on 
pourrait  n^gliger  dans  Texpression  de  B2H_2  les  multiples  de  4; 
comme  a2n,  A2w_f  sont  pairs  tous  deux,  on  a  toujours 

qin^—  q*n-*         (mod.  4); 

on    voit    done    que    Ton    peut    encore    remplacer    B2/z_2    par 

•  -(-•)"?•«• 
Des  lors,  les  deux  congruences  (t\)  conduisent  aux  suivantes 


(mod 
—  (2  —  Alw-i)[i  —  ( 
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d'ou  Ton  tire 


(mod.  16). 


Multiplions  ces  deux  congruences  respectivement  par  pm-\  >  72/1  J 
si  Ton  remarque  que,  en  vertu  des  congruences  (e)  et  de  la  con- 
gruence Br  ===  o  (mod.  4),  on  a 


(mod.  8), 


d'oii,  puisque  A2/z,  A2«_i  sont  pairs, 


on  voit  que  Ton  peut  £crire 


(mod.  16), 


(mod.  16). 


Les  seconds  membres  se  r^duisent,  en  tenant  compte  des  con- 
gruences, 

(mod.  16), 


qui  r^sultent  manifestement  des  congruences  (e)  et  de  la  con- 
gruence B^  ==  o  (mod.  16),  et  Ton  a  finalement 


(mod.  16), 


on  encore 


A,,,       ss 


(mod.  16). 


201.  Nous  transformerons  ces  expressions  de  A2/?, 
moyen  des  congruences 


n^  au 


(a  — 
(a  — 


s  o 


(mod.  16), 


qui  peuvent  s'6tablir  comme  il  suit. 
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ficrivons  les  premiers  membres  sous  la  forme 


En  tenant  compte  des  congruences  (e),   on  voit  que  les  deux 
quantit£s  pr£c£dentes  sont  respectivement  congrues  (mod.  16)  a 


II  nous  suffit  done  de  montrer  que  ces  deux  quantit^s  sont  di- 
visibles  par  16. 

Pour  la  premiere,  il  n'y  a  evidemment  lieu  a  demonstration  que 
si  Ton  avait  a  la  fois 

B^-I-B^EE^        (mod.  8), 
A2*E=o        (mod.  4); 

mais,  si  Ton  £crit  la  premiere  de  ces  deux  congruences  sous  la 
forme  ^quivalente 

B^-t-f-B^EM        (mod.  8), 

on  apergoit  tout  de  suite  qu'elle  est  incompatible  avec  la  seconde; 
car  on  tire  de  l' 


et  des  congruences  (e)  la  suivante 

(mod.  16), 


et  cette  dernifere  montre  que,  si  A2«  est  divisible  par  4,  B2/2_<  +  B2w 
est  divisible  par  8. 

Qn.d6duit  aussi  de  la  dernifere  congruence  que  Ton  ne  peut 
avoir  It  la  fois 

B,*-i-B2/l:==4        (mod.  8), 
Aart-j  —  o       /mod.  4), 

et  les  congruences  annonc6es  sont  6  tab  lies. 

Puisque  a  —  d  est  divisible  par  4>  que  b  et  c  sont  pairs,  il  est 


LES  FONCTIONS  5. 

clair  que  ces  congruences  entrainent  les  suivantes  : 

(a  —  d)( 


^  (a-d)(a  +  d±b)  =  o 

on  en  tire 

a2  ±  ac  =s  d*  dz  c<f 

«±W 


(mod.  16); 


ou  les  signes  superieurs  se  correspondent. 

Les  deux  expressions  de  A2W,  A2w_j  peuvent  done  aussi  s'ecrire 

z—  i  s==      ac  -f-  a2 — i 


.  (mod.iG) 
V^^s—  a6-ha2—  I=E—  W-H^2—T   ( 

et  Ton  a,  par  suite,  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XX6),  les  rela- 
tions 


202.  II  est  facile  de  verifier  que,  dans  chacun  des  cas  2°  a  6° 
du  Tableau   (XXC),   la  transformation  T  peut   etre   envisag6e 

€omme  composee  de  transformations  (T+  i),  (  --  j  et  de  trans- 

formations rentrant  dans  le  premier  cas.  Cela  rSsulte  du  Tableau 
suivant,  ou  1'on  a  ecrit,  a  gauche,  le  num^ro  correspondant  du 
Tableau  (XX0),  et  ou,  dans  le  second  membre,  figurent  chaque  fois 
dans  Tordre  voulu  les  transformations  qui,  par  combinaison;  don- 
nent  la  transformation  T. 


_L 


/€•+•  flfo\  __  Id  —  ci    __  i  \ 
\a  -4-  ^T/  "~\6  —  ax'        T/ 

/C-4-<fT\  /<a?-4-C  —  CT  I\ 

(jo  (  -  ._  )    —  (  7  -  ,  TH-I,  --  )• 

\a-*rbi         \6-f-a-at  T/ 
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On  voit  bien,  en  tenant  compte  de  la  parit£  des  nombres  #, 
c,  d  dans  chacun  des  cinq  cas  consid&r6s,  qu'oulre  (T-M),  (  —  - 
les  transformations  qui  paraissent  dans  le  second  membre  ren- 
trent  dans  le  premier  cas.  Les  transformations  (T  +  I),  (  —  -j 
changent  d'ailleurs  <P(T)  et  ^(t)  en  combinaisons  de  ces  fonctions 
que  font  connaitre  les  formules  (XLV). 

203.  A  1'aide  de  cette  remarque  et  des  formules  etablies  au 
n°  201  pour  cp(-r)  et  ^(T)  dans  le  premier  cas  du  Tableau  (XX0), 
on  obtiendra  sans  peine  les  m£mes  formules  dans  les  cinq  autres 
cas  de  ce  Tableau. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  4°  :  «,  6,  c  sont  impairs,  d  esl 

pair;  la  premiere  transformation  est  T/=  ^  ,  o^1  en  supposant 
a  =  6,  p  =  b  —  a,  y  =  rf,  8  =  rf  —  c.  On  verifie  bien  que  a,  (3, 
v,  8  sont  les  coefficients  d'une  transformation  qui  appartient  au 
cas  i  °$  on  a  done 


en  remplagant  T  par  --  >  on  a  ensuite 


puis,  en  remplagant  T  par  T  +  i 


D'ailleurs,  rf  —  c  ^tant  impair,  on  a  la  congruence 

i(d—  c)4=2        (mod.  16); 
iTou  Ton  d^duit  facilement  la  congruence 

(d—  c)(id  —  c  —is5c(d—  C)-HI        (mod.  16); 
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on  a  done  finalement,  dans  le  cas  4% 


En  r6p<*tant  les  m£mes  operations  dans  les  quatre  autres  cas 
du  Tableau  (XX6),  on  obtient  des  formules  analogues,  et  Ton  a 
finalement  pour  la  fonction  <P(T),  dans  les  six  cas  de  ce  Tableau, 
les  formules  de  transformation  suivantes  : 


rd       ,     \  (a  —  *)(«  —  *  +  <•  —  rf) 

_  r^  <p(t)  _  .  -  -k  - 

~ 


rrf_c» 
C  H-  fl?T\    __    .  -  j 

--' 


bd  •+•  6«—  1 


204.  II  n'est  pas  n^cessaire,  pour  obtenir  ces  formules,  de  ra- 
mener,  comme  nous  venons  de  Texpliquer,  chacun  des  six  cas  au 
premier. 

Nous  avons  vu  au  n°  202  que  Ton  peut  envisager  la  transforma- 


tion (£^L^2\  du  cas  4°,  ou  a,  b,  c  sont  impairs  et  d  pair,  comme 

\a-H&T/ 

composite  de  la  transformation  f^g^)'  oua—  6,8  =  rf  —  c  sont 
impairs,  tandis  que  (i  =  b  —  a,  y  =  rf  sont  Pairs>  transforma- 
tion qui  rentre  done  dans  le  cas  i°,  et  de  la  transformation 
/  --  —  V  On  peutde  m^me  envisager  la  transformation  ^a  +  &Tj 
du  cas  6°,  ou  a  est  pair,  tandis  que  b,  c,  rf  sont  impairs,  comme 
composSe  de  la  transformation 
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y  =  d  sont  impairs,  tandis  que  8  =  rf  —  c  est  pair,  transformation 
qui  rentre  done  dans  le  cas  4°»  et  de  la  transformation  (  --  j> 

de  sorte  que  Ton  a,  dans  le  cas  6°,  non  seulement  la  d^composi- 
tion  de  la  transformation  (T)  donn^e  au  n°  202  en  une  transfor- 
mation qui  rentre  dans  le  cas  i°,  suivie  des  transformations  (T-J-I), 

(  —  -j,  mais  aussi  la  decomposition 


c)T      _l  \ 

«)T'       T'  T  +  V 

de  cette  transformation  (T)  en  une  transformation  qui  rentre  dans 
le  cas  4°»  suivie  de  la  transformation  /  --  )  • 

On  verrait  exactementdela  meme  mani&reque  Fonpeut  envisa- 

gerles  transformations  (  -"*"  ,    )  des  cas  i°.  3°,  5°,  2°comme  resul- 

0  \a-t-  bi]  * 

tant  de  la  composition  d'une  transformation  t~  —  g-  U  ou  a  =  &, 

pr=ri  —  a,  yrrrrf,  o  =  rf  —  c,  transformation  qui  rentre  respecti- 
vement  dans  les  cas  6°,  2°,  3°,  5°,  et  de  la  transformation 

\    T^TT)' 

Observons  d'ailleurs,  sur  Fexemple  du  numero  pr^c^dent,  que 
la  formule  pour  y  (  -c  "*"    T  |  s'obtient,  dans  le  cas  4°?  a  Taide  de 

la  formule  pour  cpf  °"h  ^  j?  supposee  connue  dans  le  cas  i°,  en 
changeant  dans  cetle  derni&re  formule  simultan^ment  a,  6,  c, 
rf,  T  en  6,  b  —  a,  rf,  rf  —  c,  --  -  —  Les  memes  changements 

simultanes  permettront  done  aussi,  lorsqu'on  connaitra  une  des 
formules  relatives  aux  cas  4°?  ou  6°,  ou  2°,  ou  3°,  ou  5°,  d'^crire 
imm£diatement  la  formule  relative  respectivement  aux  cas  6°, 
ou  i°,  ou  3°,  ou  5°,  ou  2°.  11  suffit  done  d'avoir  les  formules  rela- 
tives aux  cas  1°  et  5°,  par  exemple,  pour  avoir  toutes  les  autres. 
Le  m£me  raisonnement  s'applique  aux  diverses  decompositions 
indiqu£es  dans  le  n°  202«  Le  Tableau  suivant  resume  les  r^sultats 
et  permet  de  passer  des  formules  qui  concernent  Tun  quelconque 
des  cas  du  Tableau  (XX0)  &  celles  qui  concernent  les  autres  cas. 
Dans  les  cinq  premieres  lignes  on  a  dcrit,  &  c6t6  des  lettres  a,  6, 
c,  d,  T,  les  expressions  qui  doivent  les  remplacer  :  en  regard  de 
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ces  expressions  et  &  c6t£  des  n°*  i°,  a°,  3°,  4°>  5%  6°,  on  trouve 
les  numdros  des  cas  qui  remplacent  respectivement  ces  six  cas. 


a 

a-b 

a 

b 

b 

a  H-  6 

b 

b 

b  —  a 

b-a 

—  a 

—  a 

c 

c  —  d 

c 

d 

d 

c-h  d 

d 

d 

d  —  c 

d-c 

—  c 

—  c 

T\    T 

T 

i 

\ 

T  —  I 

T  H-  I 

T  4-  I 

T 

T 

r 

2° 

3° 

4° 

5° 

6° 

2° 

1° 

4° 

3° 

Wb 

6° 

5° 

3° 

6° 

r 

5- 

4° 

2° 

4° 

5° 

2° 

6° 

3° 

i° 

5° 

4° 

6° 

2° 

i° 

3° 

6° 

3° 

5° 

1° 

2° 

4° 

205.  Les  formules  relatives  a  la  transformation  lindaire  de  la 
fonction  ^(T)  pourraient  s'etablir  exactement  de  la  m6me  ma- 
niere ;  le  Tableau  pr£c£dent  s'applique  aussi  bien  £  la  fonction 
<|J(T)  qu'a  la  fonction  <P(T). 

D'ailleurs,  on  peut  passer  directement  des  formules  relatives  a 
la  fonction  cp(T)  k  celles  qui  concernent  la  fonction  ^(T)  par  la 
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rcmarque  suivante,  que  nous  d£velopperons  sur  le  cas  i°.  Dans  la 
formule 


changeons  T  en  --  ;  elle  devient 


Si  Ton  applique  au  premier  mernbre  de  cette  formule  la  rela- 
tion 


—  rf-f-  CT 

en  supposant  T  =  -—  -r  -  >  on  trouve 


Si  Ton  remplace  maintenant  «,  6,  c,  d  par  —  rf,  c,  6,  —  a,  ce 
qui  nous  laisse  dans  le  cas  1°,  on  obtient  les  formules 


—ab+a*—l 


qui  sont  bien  celles  du  n°  201. 

En  raisonnant  de  la  rn£me  fagon,  on  volt  que  si  Ton  change 
#  ,  b,  c,  d  en  —  d}  c,  b,  —a  et  simultan^ment  cp  en  ty  et  ^  en  cp9 
chaque  formule  relative  &  la  fonction  cp  conduit  a  une  formule 
relative  £  la  fonction  <p;  mais  on  ne  reste  pas  tonjours  dans  le 
m^me  cas  du  Tableau  (XX0);  on  reconnait  facilement  que  Ton 
passe  des  cas  1°,  2°,  3°,  4°,  5°,  6°  aux  cas  i°,  3%  2°,  6%  5°,  4°. 

On  obtient  ainsi  pour  la  fonction  A  (T),  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XX6)  les  formules  de  transformation  lin^aire  suivantes  : 
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ab  i  /    \  (r-f-cf)^ 


77 


206.  Nous  recrirons  ci-dessous  les  formules  relatives  aux  fonc- 
tions  <J>(T)  el  ^(T),  en  ne  conservant  d'ailleurs,  pour  chacune 
d'eUes,  qu'une  seule  forme.  Le  symbole  (^J,  ou  n  est  un  entier 
impair,  est  emprunte  a  1'Arithm^tique;  nous  aurons  Toccasion  d'y 
revenir  au  n°  228;  il  est  mis  a  la  place  de  i~  =  (-  i)~ .  Nous 

m 

rappelons  encore  une  fois  que  i",  ou  m  est  un  entier  quelconque 
et  n  un  entier  positif,  est  mis  Ha  place  de  e  2"  . 


(XLV13) 


i° 

2° 

3° 

4° 
5° 
6° 


-         ' 


' 
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207.  II  est  &  peu  pris  inutile  de  dire  que  les  diflferentes  fa$ons 
dont  on  parvient  &  ces  formules  donnent  naissance  &  ime  suite  de 
congruences  (mod.  16)  entre  les  nombres  a,  6,  £,  d,  relatives  aux 
difffirents  cas  du  Tableau  (XX0).  Par  exemple,  dans  le  cas  3°,  on 
a,  entre  autres  congruences,  les  suivantes  : 


(mod.  16). 


—  a  —  c)=~o, 
(c  -f-  d)  (—  a  —  b  -f-  c  H-  d)  H-  a6  ss  o, 

c  (a  H-  2 6  H-  c  4-  d)  E~  o, 
<a?(—  a-hb-i-c-4-d)^b(a  —  c), 

(a  4-  c)  (a  4-  2c)  ss  <f(c  •+-  d)  ss  I-H  6  (a  — 


Elles  peuvent  6tre  v^rifi^es  en  distinguant  les  nombres  entiers 
a,  6,  c,  rf  suivant  leur  reste  modulo  4«  Quelques-unes  d'entre  elles 
se  d^duisent  d'ailleurs  des  autres  en  ne  distinguant  ces  nombres 
entiers  que  suivant  leurs  restes  modulo  2. 

En  tenant  compte,  dans  chacun  des  six  cas  du  Tableau  (XX0), 
des  congruences  correspondantes,  on  peut  mettre  les  formules  de 
transformation  lin^aire  des  fonctions  cp  (T)  et  ^(T)  sous  plusieurs 
formes  ^quivalentes  &  celles  des  Tableaux  precedents.  Ainsi,  dans 
le  cas  3°,  on  a,  par  exemple, 


208.  Pour  obtenir  les  formules  de  transformation  lindaire  con- 
cernant  la  fonction  %(T)  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XX6),  nous 
suivrons  une  m^thode  moins  directe  que  pour  les  fonctions  <P(T) 

Ct^(T). 

Rappelons  tout  d'abord  que,  dans  ce  cas  j°,  on  a 

x 
X(T)  =  ^X^)» 

ou  Ton  a  pos^,  pour  abr^ger, 

X  =  A2/t-H  Aj^-j  ; 
quand  nous  voudrons  mettre  en  Evidence  les  nombres  <r,  6,  c,  d 
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dont  depend  X,  nous  e'crirons,  au  lieu  de  X, 

>(:;$)• 

Observons  aussi  qu'en  remplagant,  dans  T^galite 


T  par  T  -I-  2/i  ou  par  —  -  >  on  aura 


r 

-h(6  —  2/ia)T/ 
et,  par  suite, 

(aH-a;i*'5)B»x(0'J)H-a»l 

(mod.48). 


Inversement,  si  Ton  determine  une  fonction  enti£re  a  coeffi- 
cients entiers  \  qui  v^rifie  ces  deux  congruences,  quel  que  soit  le 
nombre  pair  2/1,  pourvu  que  a,  fr,  c,  d  soient  des  nombres  satis- 
faisant  aux  conditions  du  cas  i°,  et  qui,  enfin,  se  r^duise  a  zero 
dans  le  cas  ou  a,  6,  c,  d  sont  les  coefficients  de  la  transformation 
identique,  c'est-a-dire  lorsque  Ton  a 

a  =  i,        6  =  0,        c  =  o,        d=i, 

il  est  clair  que  cette  fonction  \  pourra  3tre  prise  pour  la  fonction  ), 
qui  v^rifie  l 


En  effet,  toute  transformation  du  cas   i°  peut  ^tre  obtenue  en 
faisant  suivre  la  transformation  identique  d'un  certain  nombre  de 

transformations  de  la  forme  (T+  2/1)  ou  (  I_T2nT)> 

209«  Nous  commencerons  par  determiner  une  fonction  L  de 
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a,  6,  c,  rffqui  v^rifie  les  congruences  (YI)  suivant  le  module  16; 
nous  transformerons  ensuite  cette  fonction  L  en  une  autre  qui 
lui  soit  congrue  suivant  le  module  16  et  qui  v^rifie  les  con- 
gruences (TJ)  suivant  le  module  3;  cette  derntere  fonction  pourra 
6tre  alors  prise  pour  X,  car  elle  v&rifiera  manifestement  les  con- 
gruences (T))  suivant  le  module  48. 

Comme  les  formules  de  transformation  des  fonctions  cp(f )  et 
<];(T)  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XX0), 

cd+ri*  —  i 

<p(T)  =  i        k         cp(T), 


—  tib  -+-a*  —  1 


donnent   iramediatement   pour   Fexposant  A  de   la    formule   dc 
transformation 


la  valeur 

X  ==(cd->rd*—  i)  -h(—  a64-a2—  i)         (mod.  16), 


il  est  naturel  de  se  demander  si  en  prenant  pour  L  Fexpression 
cd  —  a&-j-rf2-f-a2  —  2,  les  congruences  (TJ)  sont  v^rifi^es  sui- 
vant le  module  16. 

On  le  voit  immediatement,  dans  le  cas  ou  le  nombre  pair  2  n  est 
divisible  par  4»  En  rempla^ant  alors  T  par  T  -H  /i  dans  les 
t^s  (^),  on  obtient  les  relations 

/  »  »v  (c-f-  nrf)  ^/-)-r/f  —  1  (r  -f-  nd)  d  -4-  r/s—  1  -+-  /; 

/  c  -4-  na  -i-  «T  \        .  - 

cp  (  --  -  r-==l 
T  \a-i-nb 


Si  done  on  prend  pour  L  Texpression 

(  cd  -4-  d2  —  I  )  -h  (  —  a^>  -4-  a2  —  i) 

et  si  Ton  d^signe  par  L<  ce  que  devient  L  lorsqu'on  change  T  en 
T+  /i,  on  a  l'£galit£ 


Lj  —  L  = 
De  m£me,  en  remplagant,  dans  les  6galit£s  (^),  T  par  •  J1  -^  et 
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en  d^signant  par  La  ce  que  devient  alors  L,  on  a  F^galit6 

Lj  —  L  =  /i(—  c2  —  i,cd+  /ics-haj-hi). 


De  ces  deux  £galit6s  on  d^duit  imm^diatemenl,  puisque  /i,  6,  c 
sont  pairs  et  a,  rf  impairs,  les  congruences 


f — L  ===  2ft 
j—  L  »  an 


(mod.  16), 


qui  mettent  bien  en  Evidence  que  les  congruences  (r,)  sont 
fi£es,  suivant  le  module  16,  en  prenant  X  =  L. 

Ainsi,  dans  le  cas  ou  n  est  pair,  toute  fonction  congrue  a 
cd  —  ab  -f-  a2  -+-  rf2  —  2,  suivant  le  module  16,  et  s'annulant  pour 
a  =  i ,  rf  =  i ,  6  =  o,  c  =  o,  pourra  £tre  prise  pour  X,  si  elle  vd- 
rifie  les  congruences  (TJ)  suivant  le  module  3. 

Or,  en  vertu  des  diverses  valeurs  trouv6es  pour  A2W,  A2/2_i ,  on  a 
les  congruences 


L  ==  c?(c  —  6)  4-  2(rf2 — i)  ==  a(c  —  £)-H  2  (a2—  i)        (mod.  16), 
et,  par  suite,  puisque  a  el  d  sont  impairs, 

L  ==  d(c  —  b)  ==  a(c — b)        (mod.  16). 

D'un  autre  c6t£  on  a,  a  cause  de  T^galit^  ad  —  be  =  i ,  les  con- 
gruences 

(mod.  8), 

d'ou  Ton  d^duit,  en  multipliant  par  le  nombre  pair  b  —  c, 

(b  —  c)(bcd —  a)  -*-  d(b  —  c)^< 


~cso     (mod' 
On  a  done  aussi  les  congruences 


rf)        (mod.  16). 
D'ailleurs  les  deux  fonctions 

(b  —  c)(bcd  —  a),    (6  —  c)(atc  —  ^) 
sont  congrues  suivant  le  module  3  ;  en  effet  leur  difference  est 

(b  -  c)(a  -  rf)(6c  4-  1  )  =  (6  —  c)(a  - 


82  CILCCL  DIFFfiRENTIEL, 

et  Tun  des  facteurs  b  —  c,  a  —  d^a^d  est  n^cessairement  divisible 
par  3,  car  s'il  en  6tait  autrement  il  faudrait  que  1'on  cut  &  la  fois 

a  =  e,  £  =  e',  c  =  —  e',  d  =  —  e, 
e,  e'  itant  £gaux  i  ±  i;  on  en  d^duirait 

i  =  ad—  £c  =  —  e*-t-e'asEO  (mod.  3), 
ce  qui  est  absurde. 

On  aura  done  v£rifi£  que,  pour  n  pair,  1'une  ou  Tautre  des  deux 
fonctions  (b  —  c}(abc  —  rf),  (6  —  c}(bcd—  -a]  peut  £tre  prise 

pour  la  fonction  X(     '      )>  si  1'on  constate  que  Tune  ou  Tautre  de 
-  \c,  G?/  ^ 

ces  fonctions  satisfait  aux  congruences 

,   ^\       .  /a,  6\  \ 

^~x      w~"2/l^°l 

f  rf>/         Vc^/  (mod.  3). 


La  verification  de  ces  deux  congruences  est  particuli£rement 
ais^e,  si  Ton  fait  porter  la  demonstration  sur  (b  —  c)(bcd  —  a) 
pour  la  premiere,  sur  (b  —  c)(abc  —  d)  pour  la  seconde.  On  a 
alors  &  etablir  les  deux  congruences,  suivant  le  module  3, 


—  i)]  —  (6  —  c)(bdc  —  a)  — 

—  i)]—  (^  —  c)(abc  —  rf)  —  2/1  so, 


ou,  en  supposant  ft  premier  £  3, 


—  i)~d(bdc  —  a) 

—  i)  —  a(abc-d)  —  c(6—  c)(a4—  i)  —  i 


or  les  nombres  rf(rf2  —  i),  a(a2  —  i)  sont  divisibles  par  3  puisque 
ce  sont  des  produits  de  trois  nombres  entiers  cons^cutifs  ;  on  a 
done  &  etablir  les  deux  congruences 


(mod.  3). 
En  retranchant  des  deux  membres  la  quantit^  ad  —  be  —  i , 
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elles  prennent  la  forme 
b(b  — 


ou 

3  o 


(mod.  3). 


Si  a  est  divisible  par  3   ou   si  d  est  divisible  par  3,  P 
ad  —  bc=  i  montre  que  Ton  a 

be  ===  —  i         (mod.  3), 

<Tou  Ton  conclut  que  b  -f-  c  est  divisible  par  3.  La  verification  an- 
noncee  est  done  faite. 

210.  Nous  nous  sommes  born^s  jusqu'ici  a  considerer  le  cas  ou 
le  nombre  pair  2/7  est  divisible  par  4;  niais  il  se  peut  que  n  soil 
impair  et  dans  ce  cas  la  demonstration  precedente  est  en  defaut, 
comme  onle  voit  en  observant  qu'alors  les  substitutions  T  =  T  +  /I 

et  T  =     —  -  —   ne    rentrent^pas   dans  celles  du  cas    i°  du  Ta- 
i  —  /IT  *r 

bleau(XX0). 

II  nous  reste  done  encore  &  verifier  que,  pour  n  impair,  les 
congruences  (TI)  ont  lieu  suivant  le  module  48  lorsque  Ton  prend 
pour  X  successivement  chacune  des  deux  expressions 


(6  —  C)(bcd—  a),    (6-c)(a6c  —  d). 

,  La  demonstration  est  la  m£me  que  tout  &  1'heure,  lorsque  Ton 
envisage  les  congruences  (TI)  suivant  le  module  3  ;  il  suffit  done  de 
verifier  que  1'on  a,  pour  n  impair,  les  quatre  congruences,  prises 
toutes  quatre  suivant  le  module  16,  , 


(b  —  c  —  ind)[bd(c  •+•  znd)  —  (a  -h  v,nb)]  —  (b  — 

(^  —  c  —  ina)\(b  —  2na)(rf—  2nc)c  —  a]—  -(6  —  c)(bdc  —  a)  — 


c  —  (d— 

Cette  verification  n'offre  aucune  difficult^  si  Ton  tient  compte 
de  la  relation  ad  —  £c  =  i  et  de  ce  que,  a  et  d  etant  impairs,  b 
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et  c  pairs,  les  quatre  nombres  a2  —  i  ,  rf2  —  i  ,  b(b  —  2),  c(c  -+-  2) 
sent  divisibles  par  8. 

211.  Nous  avons  ainsi  d^montre*  que  dans  le  cas  i°  du  Ta- 
bleau (XX6),  ou  a,  d  sont  impairs  et  6,  c  pairs,  on  a  les  relations 

(b-c)(bcd  -a)  (b-c}(abc-d\ 

X(T)=l  "  X00=*  "  X(T)- 

Ea  nous  reportant  au  Tableau  du  n°  197,  quimontre  comment 
on  peut  decomposer  dans  les  cinq  autres  cas  la  transformation  T  en 
transformations^  +  i),  (—  ~]  et  en  transformations  (j^p-j  ou  a,  8 
sont  impairs  et  (3,  y  pairs,  en  faisant  usage  de  la  formule  pre'ce'- 
dente  et  des  formules  (XLV)  ainsi  que  de  Ja  relation  ad—  be  =  i 
et  de  la  parite"  des  nombres  a,  6,  c,  rf,  on  peut  obtenir  les  formules 
de  transformation  line*aire  de  la  fonction  %(T)  dans  les  cinq  autres 
cas. 

On  a  ainsi,  dans  le  cas  2°,  la  relation 

(h  —  f  -f.  H]  {bed  —  bd*  —  a  +  b) 

T.(T)  =  ;  12  X,(TH-O> 

que  Ton  peut  £crire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (XLV4)  et 
de  la  relation  ad  —  be  =  i  , 

(b  _  r)  (bed  —  a)        bd(d*-i]        b\b  ~8r)  (rfj-1)  ^  /  ^ 

X(T).,-—  B      r-H-r—  H—  JJJ. 

La  congruence 

*  —  i)so        (mod.  48) 


est  manifeste,  puisque  &  est  pair  et  rf  impair.  La  congruence 

i)  =  o      (mod.  48) 


qui  est  manifeste  quand  d  n'est  pas  divisible  par  3,  puisqu'alors 
rf2—  i  est  divisible  par  24,  re*sulte,  quand  d  est  divisible  par  3, 
de  la  relation  ad  —  be  =  i  qui  entratne  les  deux  congruences 

6cs=  —  i      (mod.  3),  &'si      (mod.  3). 

Dana  le  cas  2°,  la  formule  de  transformation  de  la  fonction 
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se  pr^sente  done  sous  la  forme  tris  simple 

(l>-c)(bcd-a)     f    v 
=zi  «  A>    S 


qui  est  toute  semblable  £  Tune  des  deux  relations  du  cas  i°. 
Dans  le  cas  5°,  on  a  immediatement 

—  b)  (a+d)(abd-c} 


Dans  le  cas  4°>  les  calculs  sont  tout  aussi  simples,  si  Ton  passe 
du  cas  5°  au  cas  4°  a  1'aide  du  Tableau  du  n°  204.  On  obtient  ainsi 
la  relation 


(a  +  d)(abd  —  c)    bd  (I»  —  1)    _  d  (d 

12          »     "      * 


En  tenant  compte  des  deux  Q 
1  * 


r*  r  v^7    •  c.  •  'i  I  i 


qui  r^sultent  immediatement  de  ce'que  aans  le  cas  4°,  rf  est  pair, 
b  impair,  et  de  ce  que  I'o^  a  ad  —  bc~  i,  cette  relation  peut 
s'^crire 


)  (abtj  —  c) 


12 


212.  On  pourrait  de  m^me  d^duire  de  diverses  mani^res,  a  Faide 
du  Tableau  du  n°  204,  les  formules  de  transformation  lin&dre, 
relatives  aux  cas  3°  et  6°,  des  formules  Stabiles  dans  les  cas  i°,  2°, 
4°,  5°.  Mais  on  arrive  plus  rapidement  au  r^sultat  de  la  manure 
suivante  : 

Dans  la  formule  relative  au  cas  2°,  ou  a,  c,  d  sont  impairs  et  b 
pair,  &  savoir 


changeons  T  en ;  nous  aurons 
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appliquons  ensuite  la  formule 


en  prenanl 

__  d 
T- 


la  relation  pr^c^dente  deviendra 


elle  rentre  toujours  dans  le  cas  a°.  Changeons  maintenant  a, 
c,  rfen  — d,  c,  6,  — a;  nous  aurons 


et  cette  formule  rentre  dans  le  cas  3°,  puisque  a,  c,  rf  sont  im- 
pairs, b  pair. 

En  raisonnant  de  la  m£me  maniere  sur  la  formule  relative  au 
cas  4°>  on  voit  qu'en  changeant  dans  cette  formule  a,  6,  c,  rf  en 
—  rf,  c,  &,  —  a,  on  obtient  la  relation 


od  ft,  c,  rf  sont  impairs  et  a  pair  et  qui  rentre  done  dans  le  cas  6°. 

Les  m6mes  changements  simultan^s  de  a,  6,  c,  d  en  —  rf,  c,  &,, 
—  a  transposent  done  entre  elles  les  formules  relatives  aux  cas  2° 
et  3°  et  les  formules  relatives  aux  cas  4°  et  6°;  ils  transposent 
aussi  entre  elles  les  deux  formules  relatives  au  cas  i°  et  les  deux 
formules  relatives  au  cas  5°. 

213.  En  r£sum£,  nous  avons  obtenu,  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XXo),  les  formules  de  transformation  lin£aire  de  la  fonc- 
tion  %(T)  que  Ton  trouve  r^unies  dans  le  Tableau  suivant  : 


(XLVI,) 
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(t—  c)  fkcd—0]  (t  —  c)(aie—  J) 


, 


a  +  rf)  (rtfrrf  —  r) 

' 


(rt-4-rf)  (flcrf  —  6 


214.  Si  Ton  observe  que  les  nombres  entiers  a,  6,  c,  rf,  lies  par 
la  relation  ad —  be  =  i,  v^rifient  les  congruences 


—  a) 


ab  ->r  ac  ->r  bd  — 


=  (^  —  c)  (abc  —  d)  ==  —  cd  —  bd—  ac  -}-  bc*d  } 


(mod.  3), 


et  que,  dans  le  cas  ou  a  el  d  sont  impairs,  b  et  c  pairs,  ils  ve*ri- 
fient  aussi  les  congruences 


—d)  ==(b  —  c)  (abc  —  rf)  E=  3(a2  ^2—  i)—  g(a6  —  erf)  (mod.  16), 


de  sorte  que  Ton  a 
(b  —  c)  (abc  —  rf) 

==(&  —  c)(bcd — a) 

-  ac  •+•  bd  —  ab* c)  -h  3 (a2 rf2  —  i)  —  9  (ab  —  erf) 


J—  i)  — g(a6  — erf) 


(mod.  48), 


onvoitque,  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XX«),  les  formules  de 
transformation  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  6tre  rempla- 
c^es  par  les  suivantes  : 


De  m^me,  si  1'on  observe  que  les  nombres  impairs  a,  c,  rf  et  le 
nombre  pair  6,  li^s  par  la  relation  ad  —  be  =  i,  v^rifient  la  con- 
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gruence 

(b  —  c)  (bed  —  a)  s  3(a«—  j)  n-  9  (06  •+•  erf)  -h  8      (mod.  16), 

de  sorte  que  Ton  a 

^  ^ 


on  yoit  que,  dans  le  cas  2°,  la  formule  de  transformation  lin£aire 
de  la  fonction  %(T)  peut  s'^crire 


En  changeant  dans  ces  deux  formules  a,b,c,d^t  en  6,  —  ar, 
rf?  _  Cj  _  1,  on  obtient  les  formules  de  transformation  lingaire 
de  la  fonction  ^(T),  dans  les  cas  5°  et  6°,  sous  la  forme  suivante  : 

=      (_1f~^  e^(~ab*bd*aC~a'bd}e~f{ab~cd)ii(i) 


=  '    (-1)     8     e 

/»>  — 1    27tJ 


Enfin,  en  changeant  dans  les  demises  formules  relatives  aux 
cas  2°  et  6°,  a,  ft,  c,  d  en  —  rf,  c,  b,  —a,  on  obtient  les  formules 
de  transformation  lin^airede  la  fonction  ^(T)  dans  les  cas  3°  et  4° 
sous  la  forme  suivante  : 


/C  +  d*\  ^  _  ^^V 


^ 


215.  Les  congruences 

cd-+-acd*^  —  cd-^rbc^d  (mod.  3), 

ajant  lieu  quels  que  soient  les  en  tiers  a,  £3  c,  d  lids  par  la  reia- 
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tion  ad — 6c  =  i,  on  a,  en  re'sum^,  dans  les  six  cas  du  Ta- 


bleau  (XX0), 


(XLVI3) 


3° 

4° 
5° 
6° 


ou  Ton  a  pos£ 


-    (=) 


—  (I) 


—  '  tab  +  ac 


-  ™-'  (^  +  «c  -*-  bd  -  bc*  rf) 


p  = 


Ce  sont  les  formules  memes  de  M.  Hermite,  tandis  que  le  Ta- 
bleau (XLVIa)  est  celui  de  M.  Schlafli. 


VI.  —  Determination,  en  fonction  des  coefficients  de  la  transfor- 
mation Iin6aire  des  fonctions  S,  des  racines  huiti^mes  de  I'unita 
qui  figurent  dans  ces  formules  de  transformation. 

216.  Nous  avons  vu  (n°  149)  que  toute  substitution  lin£aire  & 
coefficients  entiers  et  &  determinant  -+-  1  peut  dtre  obtenue  par 
et  combinaison  des  deux  substitutions 


et  de  leurs  inverses. 


En  suivantla  marche  indiqu^e  au  n°  150,  il  est  d'ailleurs  facile, 
chaque  fois  que  les  coefficients  de  la  substitution  lin<5aire  ont  des 
valeurs  num<§riques  donn^es,  d'effectuer  la  decomposition  de  cette 


gO  CALCUL  DIFFfiRENTIEL. 

substitution  en  substitutions 


o  ° 

\i     i 


et  en  substitutions  inverses.  Une  fois  cette  decomposition 
eflectuee,  on  n'a  plus  qu'a  appliquer,  dans  un  ordre  determine, 
les  formules  de  transformation  du  paragraphe  precedent  pour 
obtenir,  dans  le  cas  particulier  consider^,  les  formules  de  transfor- 
mation lin^aire  des  fonctions  Set,  par  suite,  les  racines  huiti&mes 
de  1'unite  e,  e',  e",  e'". 

Mais  on  peut  chercher  a  s'affranchir  de  cette  decomposition 
prealable  de  la  substitution  lin^aire  donn^e.  A  eel  effet,  nous 
etablirons,  en  nous  plagantavec  M.  Dedekind  (')  au  point  de  vue 
de  la  fonction  II(T),  des  formules  qui  donnent  explicitement  e, 
et,  par  suite  e',  e",  ew,  en  fonction  des  coefficients  entiers  a,  6,  c,  d 
de  la  transformation  lindaire 


/  c  4-  di  \ 
\a-i-  bi) 


217.  Si  Ton  prend  les  deriv^es,  par  rapport  a  r,  des  deux  mem- 
bres  de  Tegalite  (XLIIj)  et  que  Ton  pose  ensuite  v  =  o,  il  vient 


En  tenant  compte  de  la  relation 


et  en  extrayant  les  racines  cubiques  dans  les  deux  membres  de 
(a),  on  obtient  imm&liatement 


ou  eT  est  une  racine  vingt-quatri^me  de  1'unit^  que  nous  allons  de- 
terminer en  fonction  de  a,  &,  c,  d. 


(')  Riemanris  Werke,  a-  Edition,  Nachlass  XXVII,  2.  Fragmente  uber  die 
Grenzfdlle  der  elliptischen  Modulfunctiojien. 
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Dans  le  cas  ou  b  est  nul,  cette  determination  est  immediate. 
En  effet,  l'6galit£  ad—  be  =  i  exige  alors  que  Ton  ait,  soit  a  =  d=  i  , 
soit  a  =  d  ==  —  i  et  Ton  peut  se  limiter  £  la  premiere  alternative, 
puisque  T  ne  change  pas  quand  on  change  le  signe  des  quatre 
nombres  a,  6,  c,  d.  On  a  alors 

T  =  T  4-  C, 

et,  par  suite,  (XLV<),  d'apr£s  la  formule 


218.  Nous  supposerons  dans  la  suite  b  different  de  z£ro  : 
a  «|_  fa  n'est  alors  jamais  reel. 

La  constante  E*  n'est  susceptible  que  de  vingt-quatre  valeurs; 
elle  ne  d<5pendra  done  pas  de  T  si  Ton  a  d<5fini  y/tf  4-  bi  comme 
une  fonction  univoque  et  continue  de  T  pour  les  valeurs  de  T  re- 
presentdes  par  des  points  situes  au-dessus  de  Taxe  des  quantit^s 
re^elles,  valeurs  qui  sont  les  seules  que  nous  ayons  a  consider  ici. 

A  cet  effet  on  pourrait,  puisque  a  -+-  &T  est  toujours  un  nombre 
imaginaire,  prendre  comme*argument  de  a  +  fo  un  angle  diflK- 
rent  de  zero,  compris  entre  —  rc  et  -f-  w,  et  pour  y/a  4-  67  la  va- 
leur  imaginaire  correspondante,  dontTargument  est  compris  entre 

__  IE  et  +  ->  ensortequelapartier^ellede  y/a-hfeT  soit  positive. 
a  a  T         i  _ 

Mais  il  y  a  avantage  a  substituer  a  \Ja  4-  6^  une  quantit^  qui  ne 
change  pas,  non  plus  que  T,  quand  on  remplace  a,  6,  c,  d  par 
_  a,  —  b,  —  c,  —  d  :  &  la  place  de  \Ja  4-  &T  on  mettra  (/—  (a  4-  A^)2 
qui  n'en  peut  diff^rer  que  par  un  facteur  <*gal  ^  une  racine  hui- 
tifeme  de  I'uniuS,  puisque  les  valeurs  absolues  de  \ja  4-  *T  et  de 
J/_(a  +  frx)2  soni  ^gales  et  que  les  arguments  de  ces  quantities  ne 
peuvent  diflferer  que  par  un  multiple  de  ?•  Cette  racine  huiti^me 
de  Tunitd,  multiple  par  eT,  reproduit  une  racine  vingt-quatrieme 
de  Vumti.  Quant  Si  \/—(a  +  bt)*,  elle  sera  ddfinie  comme  il 
suit  :  —  (a  4-  bt)*  n'est  jamais  un  nombre  n<§gatif,  puisque  le 
carr<§  d'un  nombre  imaginaire  a-\-bi  ne  peut  £tre  un  nombre 
positif  ;  d£s  lors  on  peut  prendre  comme  argument  de  —  (a  4-  b^Y 
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un  angle  compris  entre  —  TC  et  +«,  et  pour  (/-—  (a  +  6t)2  la  valeur 
correspondante ,  dont  Pargument  est  compris  entre  —  j  et  -f-  -  • 

Entre  les  deux  fonctions  \J —  (a  +  6r)2  et  y/a  -4-  £T,  prec£- 
demment  definies,  on  a  les  relations 


ou  il  faut  prendre  le  signe  sup^rieur  ou  le  signe  inferieur  suivant 
que  b  est  positif  on  n^gatif.  En  effet,  si  b  est  positif,  1'argument 
de  a  4-  &T  pent  £tre  regard^  comme  compris  entre  o  et  TC,  puisque 
le  coefficient  de  i  dans  a  +  £T  est  positif;  1'argument  de  la  quan- 
tit^y/a  +  ^T,  ddfinie  comme  pr^c^demment,  sera  done  compris 

TCt        

entre  o  et  -,  et  Targument  de  e    *  y/a-f-fct  sera  bien  compris 


entre  —  T  et  H-  -  >  comme  celui  de  i/  —  (a  +  ^T)-  .  Le  raisonne- 
44  x 

ment  est  le  m£me  quand  b  est  n^gatif. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  fonction  (/—  (a  +  6T)2  definie,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  est  univoque  et  continue  pour  les  valeurs 
de  T  repr^sentdes  par  des  points  situes  au-dessus  de  I'axe  des 
quantites  r^elles,  et,  si  Ton  £crit,  au  lieu  de  Fdgalit^  (fi),  l^galite 


(Y) 


od  e<  est  une  racine  vingt-quatri^me  de  I'unit6,  il  est  Evident,  par 
le  raisonnement  du  n°  181,  que  e<  ne  peut  d^pendre  de  T;  en  sorte 
que  1'on  peut  remplacer  la  formule  (y)  par  celle-ci  : 

Will       _ 

(8)  h(T)  =  e«    {/-(a-h6T)2h(T), 

N  ^tant  un  nombre  entier  ind^pendant  de  T  qui,  lorsqu'on  se  donne 
a,  6,  c,  rf,  n'est  d'ailleurs  determine  par  cette  formule  qu'^  un 
multiple  pr6s  de  24.  Nous  allons  donner  de  ce  nombre  N  une  d£- 
finition  precise. 

.  On  tire  de  l'ggalit£  pr^c^dente 

logh(i)  =  N  -    4-    log[—  (a-+-  ^T) 
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k  etant  un  n  ombre  entier  qui  depend  des  determinations  choisies 
pour  les  logarithmes.  On  peut  faire  rentrer  k  dans  N,  ce  qui  ne 
modifie  N  que  d'un  multiple  de  24,  et  adopter  pour  les  logarithmes 
des  determinations  precises:  alors  N  sera  entierement  determine, 

Nous  avons  choisi  1'argument  de  —  (a4-&-u)2  compris  entre 

—  TC  et  -t-i:;  il  est  naturel  d'adopler  pour  log[  —  (a-f-fet)2]  la 
determination  correspondante,  c'est-4-dire  la  determination  prin- 
cipale, celle  pour  laquelle  le  coefficient  de  i  est  compris  entre 

—  rc  et  4-  TC.  D'autre  part,  la  definition  de  H(T) 


donne,  en  choisissant  convenablement  les  determinations  des  loga- 
rithmes, 

n  —  » 

logh  (T)  =  ^-t-  log  JJ  (i  -?*«). 

n  =  l 

Mais  il  est  aise  de  voir  que  Tune  des  determinations  du  logarithme 
qui  figure  au  second  membi;e  est  la  somme  de  la  serie  conver- 

gente(1) 


ou  le  logarithme  a  sa  determination  principale. 

Pour  eviter  toute  ambigui'te,  nous  poserons,  en  conservant  tou- 
jours  cette  signification  £  log(i  —  y2/2)> 


(f)  C'est  1^  uoe  propri£t£  g^n^rale  que  TOD  a  ne*glig£  de  signaler  dans  1'Intro- 
duction  et  que  nous  rappelons  rapidement  ici. 
Observons  d'abord  que,  si  x  est  un  norabre  imaginaire  dont  la  valeur  absolue 

est  moindre  que  un,  1'argument  de  i-4-a?  peut  £tre  suppos6  compris  entre 

et  - 1  en  sorte  que  la  determination  principale  du  logarithme  de  \-\-x  a  le 
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UI(T)  est  alors  une  des  determinations  de  logh(t);  c'est  une  fonc- 
tion univoque  et  continue  de  T  pour  les  points  T  situ^s  au-dessus 


coefficient  de  sa  partie  imaginaire  compris  entre  —  -  et  -h  -  :  log(i-t-a?)  est 
ainsi  de*fini,  sous  la  condition  |  x  |<  i  comme  une  fonction  univoque  et  continue 
de  x\  cette  fonction  coincide  avec  la  somme  de  la  se"rie 


x      x* 


puisque  la  coincidence  a  lieu  pour  x  —  o.  Ceci  pos6,  soit 


un  produit  infini  absolument  convergent  dans  lequel  on  suppose  que  tous  les 
termes  un  aient  leur  valeur  absolue  moindre  que  un.  En  de"signant  par  vn  la  d^- 
termination  principale  du  logarithme  de  i  -+-  wn,  on  aura 


=«,_«l  +  «f2_.... 

'*  I  2  3 


Cette  se*rie  reste  convergetite  quand  on  y  remplace  tous  les  termes  -^  ,  --  JJ  , 
^,  ...  par  leurs  valeurs  absolues;  elle  a  alors  pour  sommc 


le  logarithme  ayant  ici  la  signification  61e"mentaire. 
,  D'ailleurs,  la  se"rie  i  termes  positifs 


est  convergente  a  cause  de  la  convergence  du  produit  infini 


II  en  r6$ulte  (n°  38)  que  la  se>ie 


ou 


dans  iaquellc  le  logarithme  a  sa  de'termi  nation  principale,  est  convergente  :  sa 
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de  1'axe  des  quantit£s  r^elles.  Nous  aurons  de  m6me 


(0  lh(T) 

en  supposant 

Q  = 

et,  finalement,  nous  6crirons 

(7))  lh(T)  =  N^H-|jOg[ 

Le  nombre  entier  N  est  compl&tement  determine  par  cette  £ga- 
lit£,  ainsi  qu'il  r^sulte  toujours  du  raisonnement  du  n°  181 ,  puisque 
les  fonctions 

lh(T)  =  lh(£±-^),     log[— (a-h6T)»],     lh(T) 

sont  univoques  et  continues  pour  les  valeurs  consider£es  de  T. 
C'est  la  determination  de  ce  nombre  precis,  au  moyende  a,  6, 
c,  d  qui  va  desormais  nous  occuper  :  1'^galit^  pr^cedenle  met  en 
Evidence  que  sa  valeur  ne  change  pas  quand  on  remplace  a,  6, 
c,  d  par  —  a,  —  &,  —  e,  —  rf." 

220.  Tout  d'abord,  nous  allons  substituer  a  la  recherche  de  N 


valeur  est  manifestement  une  des  determinations  de 

lOg  Jj_  (I+  W»)5 

il  en  re"sulte  aussi  que  la  se'rie  a  double  entrde 


ou  n  et JD  doivent  prendre  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  est  absolument  convergente  et 
peut  ^tre  ordonne'e  comme  Ton  veut.  Dans  le  cas  du  texte,  ou  Ton  a  |  q  \  <  i,  on 
trouve  ainsi,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  entieres  de  q, 


n=l  n=l 

ou  a  est  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  du  nombre  n. 
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la  recherche  d'un  autre  nombre  entier  qui  ne  depend  plus  que  de 
a,  b. 

Dans  le  cas  oft  a  et  b  sont  diflferents  de  z^ro,  on  doit  toujours 
supposer  a  et  b  premiers  entre  eux,  puisque  ad — be  est  £gal 
a  im. 

Regardons  a,  6  comme  des  donn^es;  c,  rfdoivenl  alors  former 
une  solution  x  =  c,  y  =  rf  de  liquation  ind£termin£e 


et  comme  a,  b  sont  premiers  entre  eux,  toute  autre  solution  sera 
donn^e  par  les  formules 

c'  =  c  •+•  ma,        d'  =  a*  •+•  /ft£ 
ou  m  est  un  entier  quelconque.  Soit  d'ailleurs 

T'  —  — : — —  =  T  -+-  m 
a-{-bi  ' 

et  N'  le  nombre  qui  depend  de  «,  i,  c',  rf'  comme  N  depend  dje  a, 
fr,  c,  rf;  nous  aurons 

lh(if)  =  N' 1-  jlogf — (a  -4-  &T)21  H-  IhT. 

12       4 

D'ailleurs 

«— « 

Ih(x')  =  lh(i  -r-  /n)  =  ^ h  \^log(i  —  Q2'*); 

a  la  v^rite,  on  auraitdu,  dans  cette  6galit6,  remplacer  Q  =  e™  par 


mais  cette  substitution  ne  peut  que  changer  Q  en  —  Q  et,  comme 
on  ne  voit  figurer  que  des  puissances  paires  de  Q,  elle  est  inutile. 
On  a  done 

7T  i 
12 

et,  par  suite,  en  comparant  les  valeurs  de  lh(x)  et  lh(:r'), 

N  -h  m  =  N', 
ou  encore 
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Le  nombre  N  —  r  reste  done  le  m6me  quand  on  substitue  &  c, 
rf,  n'importe  quelle  solution  de  liquation  ind^termin^e 

ay—  bx  =  \; 

en  d'autres  termes,  il  ne  depend  que  de  a,  6;  il  en  est  de  m£me 
du  nombre  entier  6N  —  del  du  nombre  entier 


c'est  ce  dernier  nombre  que  nous  allons  chercher  &  determiner; 
une  fois  qu'il  sera  connu,  N  sera  aussi  connu. 
Nous  poserons  (  *  ) 

(6)  6N  —  a  —  <*=[a,&]; 

et  liquation  (TQ)  qui  definit  N  sera  remplac^e  par  liquation 

Fa.  6]  H-  a  •+•  G? 


qui  d^finit  le  nombre  [a,  fc]  quand  a  et  b  sont  diflferents  de  z^ro. 
Dans  le  cas  oft  a  est  6gal  &  z^ro,  nous  poserons  encore 


en  sorte  que  liquation  (x)  subsiste^  nous  prouverons  d'ailleurs 
dans  un  instant  que  [o,  b]  est  nul,  et  par  consequent  independant 
de  rf,  ce  que  la  definition  pr^c^dente  ne  montre  pas  tout  d'abord. 
Le  nombre  [a,  b]  est  done  defini  par  liquation  (x)  pour  tout 
entier  b  different  de  z^ro  et  pour  tout  entier  a.  Le  symbole  [a,  A] 
n'aurait  aucun  sens  si  nous  y  supposions  b  =  o. 


221.  L'egalite  (x),  en  y  changeant  a,  6,  c,  d  en  —  a,  —  4,  —  c, 
—  rf,  montre  de  suite  que  1'dn  a,  pour  tout  entier  b  different  de 
z^ro  et  pour  tout  entier  a, 

(i)  [-a,  -*]=-[<»,  6]. 

D'autres  proprietes  du  symbole  [a,  fc]  vont  s'obtenir  en  faisant 
diverses  substitutions  dans  la  m£me  egalit^. 


(')  L'introduction  du  symbole  [a,  b]  et  les  demonstrations  de  ses  proprie'te's 
qui  suivent,  n°*  221-227,  sont  dues  &  M.  Dedekind. 

T.  et  M.  —  II.  -7 
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En  supposant 

T  =  Ji  4-  V  J, 

oft  (ji  el  v  sont  des  nombres  r^els  dont  le  second  esl  positif,  faisons 

TI  =  —  (X  4-  v  L 

Les  deux  points  T,  T<  sont  sym^triques  par  rapport  a  Paxe  des 
quantit£s  purement  imaginaires.  Les  nombres  T,  —  T<  sont  con- 
jugu^s;  il  en  est  de  m6me  des  nombres  IT,  JTM  et,  par  suite,  des 

nombres 

q  = 

ainsi  les  deux  fonctions 


/i=l  n  =  1 

sont  imaginaires  conjugu^es. 
Si  1'on  pose 


Tl= 


il  est  clair  que  les  deux  points  T  et  T^  sont  dans  la  mdme  situation 
relative  que  T  et  T<  ,  puisque 


__  _ 

~~~'  !  "" 


sont  des  nombres  imaginaires  conjugu^s  ;  les  deux  fonctions  II(T), 
h(T<)  sont  done  aussi  imaginaires  conjugu^es. 

Comme  les  coefficients  a,  —  6,  —  c,  d  de  la  transformation 

—  c  -h  </TI 
a  —  &T! 

v^rifient  la  relation  ad—  (—  6)  (—  c)  =  i,  et  que  les  points  T< 
et  T!  sont  au-dessus  de  1'axe  des  quantit^s  r^elles,  on  peut  appli- 
quer  la  relation  (x)  en  y  remplagant  T  et  T  respectivement  par  T< 
^t  TM  et  simultan6ment  a,  6,  c,  d  par  a,  —  6,  —  c,  d.  On  aura 
ainsi 
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Mais  les  valeurs  principales  des  logarithmes  de  deux  quantit£s 
imaginaires  conjugue'es  sont  elles-m£mes  des  quantity's  imagi- 
naires conjugue'es  :  telles  sont  done  les  fonctions 


*]     et     Jlog[-(a-t- **!)•], 

*»)    et    log(i  —  y'»»), 
lh(T)     et    lh(Tj),        lh(T)    et    lh(Tl). 

En  se  reporlant  aux  Equations  (x),  (X),  on  en  conclut 

(2)  [«,-*]  =  [«,*]• 

Cette  ^galitd  jointe  a  1'^galitd  (i) 

[_a,_6]=_[fl>a] 

donne,  pour  tout  entier  b  different  de  z6ro  et  pour  tout  entier  a, 

(3)  [-«,*]=-[*,  6], 
d^ou,  en  particulier,  pour  a  =  o, 

(4)  to,  £]  =  o. 

Ces  ^galites  montrent  que,  pourle  caleul  du  nombre  [ay  &],  on 
pourra  se  borner  au  cas  ou  a  et  b  sont  positifs. 

222.  Changeons  main  tenant,  dans  1'egalit^  (x),  T  en  T  -4- 1 .  Gomme, 
d'apres  la  formule  (s),  on  a 


on  pourra  £crire 

[«.  ^1-f-a-l-^       • 

gS-  - 


mais  on  a  aussi,  en  remplagant  dans  la  formule  (x)  les  nombres 
a,  6,  c,  d  par  a  +  6,  b,  c-\-d,d}  ce  qui  est  permis  puisque 
(a-h  b)d  —  (c-t-d)b  est  ^gal  a  i, 

•h|-e  +  rf  +  rf, 
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onenconclut 


[a  -t-  b,  b] 

et  il  en  r&ulte  par  r<5p<5tition,  en  d<5signant  par  n  un  entier  quel- 
conque, 

(5)  [a  -h*M]  =  [«»*]• 

Ainsi  les  deux  nombres  [a,  b],  [af,  b]  sont  <5gaux  si  Ton  a 
a'==a        (mod.  b). 

223.  Changeons  aussi,  dans  J'<%alit<5  (x),  T  en  —  £  :  il  viendra 


D'aulre  part,  en  rempla$ant  dans  la  m^me  ^alit^  (x)  les  nom- 
fares  a,  ft,  c,  rf  par  les  nombres  —  ft,  a,  —  rf,  c,  on  aura 


et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  Ih    _6 
nous  fournir  une  nouvelle  propri^t^  du  symbole  [a,  b]. 
On  a  6tabli  (n°  185)  la  relation 


qui  ^quivaut  i  la  relation 


comme  on  s'en  assure  immddiatement  en  supposant  a  —  o,  b=  i 
dans  la  formula 


f 


^tablie  an  n°  218  pour  un  entier  positif  quelconque  b. 

On  en  conclut,  puisque  H»(t)  est  1'une  des  determinations  de 
logh(t), 
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k  ^tant  un  nombre  entier  qui,  toujours  en  vertu  du  raisonnement 
fait  au  n°  181,  ne  peut  d^pendre  de  T,  puisque  les  trois  fonctions 

Ihf-i 


sont  univoques  et  continues  pour  les  valeurs  de  t  repre"sent^es  par 
des  points  situs's  au-dessus  de  1'axe  des  quantit6s  r^elles ;  d'ailleurs, 
pour  T  =  i,  on  a  e"videmment  k  =  o ;  done,  on  a  dans  tous  les  cas 


et,  par  suite, 

'•+Jiog[-(«-* 


i2a 


224.  Supposons  maintenant  a>o,  fe>  o  et  faisons  la  remarque 
pr£liminaire  que  voici :  Si  x  est  repre*sent6  par  un  point  situ£  au- 
dessus  de  1'axe  des  quantit^s  r^elles,  on  pourra  prendre  pourTar- 
gument  $  de  x  un  angle  compris  entre  o  et  TT;  Tun  des  arguments 
de  — x*  sera  2$ — ir,  et  cet  argument  est  compris  entre  — ic 
et  +«;  par  suite,  le  coefficient  de  i  dans  log(  —  #2)  sera  pr^cis^- 
ment2^ — it,  en  d^signant  par  log( — x*)  la  determination  prin- 
cipale  du  logarithme. 

Soient  done  \  ji,  v  les  arguments,  compris  entre  o  et  w  des 

nombres  T,  #T  —  6,  a qui  tous  ont  pour  coefficient  de  i  un 

nombre  positif.  Observons  que  Ton  a  \L  >^  :  en  efiet,  pour  con- 
struire  le  point  ar  —  6,  on  peut  construire  d'abord  le  point  at 
qui  se  trouve  sur  la  m&ne  direction,  'partant  de  Porigine,  que 
le  point  T,  puis  avancer  ce  point,  sur  une  parallele  4  Paxe  des 
quantit£s  rijelles,  dans  le  sens  des  quantity's  negatives,  d'une 
longueur  ^gale  k  b  :  dans  ce  dernier  mouvement/jil  est  clair  que  la 
direction  qui  va  de  Porigine  au  point  mobile  tourne  dans  le  sens 
des  rotations  positives,  Puisque  Pangle  [x  —  X  est  positif,  inferieur 
i  TC  et  que  cet  angle  est  une  des  determinations  de  Pargument  de 

il  ne  peut  diff&er  de  v.  H  r<5sulte  de  14  que  le  coefficient 
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de  i  dans 


est 

2V  —  7C-4-2X  —  TC—  (2j|X  —  1t)  =  —  TC. 


D£s  lors  1'^galit^  (|ji)  conduit  a  la  relation 

[a,  b]-\-a-ird       [—  b,a]—  6  -f-  c          __ 

7  —  -    •"—  <J  —  0* 

b  a 

qui,  en  remplagant  [  —  6,  a]  par  —  [fc,  a],  donne 

6s  -f-  j  —  3a6  =  o. 


Cette  relation  suppose  a,  6  positifs  ;  mais  il  est  ais6  de  voir,  en  fai- 
sant  usage  des  relations  (i),  (2),  (3),  que  Ton  a,  dans  tous  les  cas 
ou  a  et  b  sont  diflferents  de  zdro, 


(6)  a  [a,  £]-+•  b[b,  a]  4-  a2-H  6*  -hi  —  3a6  sgna6  =  o, 

en  d^signant  en  g^n^ral  par  sgnA,  ou  A  est  un  nombre  r^el  quel- 
conque  different  de  z6ro,  Funit^  affect^e  du  signe  +  ou  du  signe  — 
suivant  que  A  est  positif  ou  n£gatif. 

225.  Cette  relation  (6),  jointe  a  la  relation  (5) 
[a-\-  nb,  b]=  [a,  b], 

permet,  dans  le  cas  ou  a  n'est  pas  mil,  de  ramener  le  calcul  du 
nombre  [a,  b]  d&fini  par  I'£galit6  (x)  au  cas  ou  le  nombre  a  est 
£gal  ^  it  i.  En  effet,  la  derni^re  relation  montre  que  Ton  peut 
toujonrs  remplacer  a  par  le  reste  de  la  division  de  a  par  6,  en 
d'autres  termes  supposer  |  a  \  <  |  b  \  ;  cela  fait,  la  relation  (6)  ra- 
m^ne  le  calcul  de  [a,  b]  £  celui  de  [6,  a];  on  remplacera  encore  b 
parle  reste  de  la  division  de  b  par  a,  etc.  Les  nombres  que  Ton 
substitue  successivement  £  a,  b  sont  les  nombres  mdmes  que  Ton 
trouve  comme  restes  dans  Population  du  plus  grand  commun  di- 
viseur;  puisque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  deux  restes  consd- 
cutifs  sont  toujours  premiers  entre  eux  et  le  dernier  reste  est  zti, 
en  sorte  qu'on  est  ramen£  &  calculer  [±:  i,  a]. 
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226.  Le  calcul  des  nombres  [i ,  a],  [—  i ,  a],  ofi  a  est  un  entier 
different  de  z£ro,  n'offre  aucune  difficult^, 

La  relation  (6)  donne  en  effet,  en  y  supposant  6  =  i , 


—  Sasgna  =  o; 
comme,  d'apres  les  relations  (5)  et  (4),  on  a 

[a,  i]  =  [o,  i]  =o, 
on  peut  £crire 

(7)          [i,a]  =  Sasgna  —  a2  —  2  =  —  (a  —  sgna)(a  —  asgna). 

On  deduit  d'ailleurs  imm^diatement  de  la  relation  (3)  que  Ton  a 


Dans  tous  les  cas,  la  recherche  du  nombre  [<2,  b]  est  ainsi  rame- 
ne*e  a  des  operations  purement  arithmetiques. 

II  serait  ais^  de  de'montrer  que  ce  nombre  est  toujours  pair  : 
nous  ne  nous  arr£terons  pas  a  cette  propri^te*  dont  nous  n'aurons 
pas  besoin. 

227.  Nous  calculerons  encore  [a,  2]  et  [2,  a]. 

On  doit  n^cessairement  supposer  a  impair;  en  ajoutant  a  a  un 
nombre  convenable  de  fois  2,  on  ramenera  a  a  ^tre  ^gal  &  I'unitg; 
mais  la  formule  (7)  montre  que  [1,2]  est  nul;  on  en  conclut 

(8)  [>,3]=[l,2]=0. 

On  a  ensuite 


•d'ou 

a*-H5  —  Ga 
(9)  ta,a]  =  --  5 


228.  Notre  but  est  de  ramener  le  calcul  du  symbole  [a,  b]  a 
celui  d'une  autre  expression  qui  joue  un  r61e  considerable  en 
Arithmetique  et  que  Ton  d^signe  par  le  symbole 
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introduit  par  Legendre  et  g&a6ralis£  par  Jacobi  :  c'est  M.  Hermite 
qui  a  montre  (4)  le  r61e  de  ce  symbole  dans  la  th^orie  qui  nous 
occupe,  r61e  que  Jacobi  avail  d'ailleurs  soupgonn^  (2), 

Ce  symbole  peut  £lre  d£fini  dans  le  cas  ou  les  nombres  a,  b  sont 
des  entiers  impairs  premiers  entre  eux  dont  Tun  au  moins  est  po- 
silif,  par  les  propric$t6s  suivantes  : 

i°  Si  a  est  positif,  on  a 

a°  La  congruence 

a~a'        (mod  6), 

ou  a!  est  comme  a  un  nombre  impair  et  b  un  nombre  positif,  en- 
traine 


3°  On  a,  en  supposant  que  Tun  au  moins  des  deux  nombres  a 
et  b  est  positif, 


a-\  b-l 

^  H-)=(-if*~~: 


4°  On  a  enfio,  en  supposant  a  >  o, 

a)-.  (?)-<->-. 

La  propri^td  3°  est  ce  que  Ton  appelle  la  loi  de  reciprocity. 

229.  L'existence,  pour  chaque  couple  de  deux  nombres  impairs 
a,  b,  premiers  eotre  eux  et  qui  ne  sont  pas  n^gatifs  en  m£me  temps, 

d'une  fonction  num£rique  (  2j  qui  jouisse  des  propridtds  pr^c6- 
dentes.r6sulteenArithm6tique  de  la  signification  du  symbole  (  ~  ) 

dans  la  th^orie  des  restes  quadratiques  comme  aussi  de  diverses 
expressions  analytiques  que  Ton  en  peut  donner.  Nous  n'avons  pas 
4  y  recourir,  car  cette  existence  nous  sera  assur^e  par  la  question 

(•)  Journal  de  Liouville,  V  s^rie,  t.  Ill,  p.  26. 
(•)  Werke,  t.  Ill,  p.  189. 
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m£me  qui  nous  occupe  :  nous  avons  settlement  &  observer  que, 
si  Ton  admet  cette  existence,  les  propri^tds  i°,  2°,  3°,  4°  Per~ 
mettront  de  calculer  le  nombre  (  ~  )  toutes  les  fois  que  les  nombres 
a,  b  seront  donnas. 

En  eflPet,  la  propri^t^  i°  permet  de  supposer  toujours  que  le  d£- 
nominateur  du  symbole  estpositif.  Si  mainlenantaestplus  grand 
en  valeur  absolue  que  fr,  on  dSterminera  le  nombre  entier  n  par 

les  conditions 

2  nb  <  a  <  2  nb  -+-  a  6, 


et  Ton  remplacera  a  par  celui  des  deux  nombres  a  — 
a  —  inb  —  26  qui  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  6;  soit  a, 
le  nombre  choisi,  qui  est  6videmment  impair  et  premier  a  6;  on 
aura  &  cause  de  (2), 


Si  at  se  trouve  £tre  ^gal  a  ±  i  ,  la  propri£t6  4°  donne  la  valeur 
du  symbole  (T  )  ;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  ram£nera  le  calcul  de 

(  ^~  }  au  calcul  de  (  —  j  par  la  formule 


qui  r^sulte  de  3°;  on  traitera  (  —  j  comme  on  a  fait  pour  (  r  j>  et 

comme,  en  continuant  ainsi,  les  termes  des  symboles  successifs 
sont  des  nombres  entiers  de  plus  en  plus  petits  en  valeur  ab- 
solue, on  finira  toujours  par  6tre  ramen£  a  calculer  un  symbole 
de  la  forme  f1^  )  &  d^nominateur  impair  positif,  symbole  dont  la 
valeur  -+-  1  ou  —  i  sera  donn^e  par  la  propri£t£  4°« 

Dans  cette  suite  d'op^rations,  chaque  symbole  (-rj  est  £gal 
a  celui  qui  le  suit,  ou  Si  son  inverse,  multipli^  par  ±  i  .  Comme 
le  dernier  symbole  (^j  est  £gal  ^  ±:  i  ,  il  en  est  de  m&ne  de  tous 

ceux  qui  le  pr^cident  et  du  symbole  (-rj  lui-mfime, 


230.  Observons  que  le  m&me  raisonnement  et  les  m£mes  con- 
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elusions  subsisteraient  si,  en  conservant  les  propri^t^s  2°,  3°,  4°> 
on  rempla^ait  la  premiere  propriety  par  la  suivante 


le  symbole  (~  j  ainsi  d^fini  serait  encore  6gal  4  ±  i  et  par  conse- 
quent serait  exactement  le  mSme  que  le  prudent. 

Dans  1'un  et  1'autre  cas  la  loi  de  reciprocity  peut  etre  remplacee 
par  la  formule  suivante 


Enfin  nous  aurons  encore  besoin  de  la  definition  du  symbole  (^ } 

quand  a  est  pair;  b  est  alors  n^cessairement  impair,  si  Ton  veut 
que  les  nombres  # ,  b  soient  premiers  entre  eux.  Nous  convien- 
drons  alors  de  prendre 


n  etant  un  nombre  entier  impair  tel  que  des  deux  nombres  im- 
pairs a  +  nb  et  b  Fun  an  moins  soit  posilif;  la  definition  est 

£videmment  ind^pendante  du  nombre  n  et  le  symbole  (— r—  ) 
se  calculera  par  la  regie  pr£cedemment  expos^e. 

231.  Apr£s  cette  digression  sur  les  seules  propridtes  du  symbole 
ont  nous  ayons  besoin  pour  le  moment,  rappelons  que,  dans 


1'expression  (8)  de  H(T),  c'est  la  quantity  e  12  qui  figure.  D'aprSs 

la  relation  (6),  cette  quantit^  est  egale  a  ^  '     .  Les  pro- 

priet^s  (i) . . .  (7)  du  symbole  [a,  b]  arhfenent  i  rechercher  quelle 
est  sur  cette  expression,  Finfluence  de  1'interversion  des  lettres  a, 
6,  4  laquelle  il  faut  faire  correspondre  le  changement  de  c,  d  en 
—  rf,  —  c  de  mani&re  a  verifier  I'egalit6 

Soit  done 
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on  aura 


_.      _T,      a  [a,  6]-+-  6  [6,  a]-+-  a*-h  62-+-ad  —  £c 

]\  -4-  I\    r=    — 5 • j 

ab 
et,  par  consequent, 

efi*~  x  e"  =  eT  **"(a  \ 

en  vertu  de  F($galit6  ad  —  bc  =  i  et  de  la  relation  (6),  qui  montre 
que  N  +  N'  est  egal  a  3sgn(a6). 

232.  On  est  amene  a  chercher  a  modifier,  par  Fadjonction  d'un 
facteurconvenable,  laracine  vingt-quatri£me  de  Funite  consid^ree 
de  maniere  que  le  produit  qui  remplacera 

NTT/         N'TCI 

soit 


1-  11*  ,          1     ^         T 

au  lieu  d  etre  egal  a  e  * 

Bornons-nous  d'abord  au  cas  ou  les  nombres  a,  b  sont  impairs 
et  positifs.  Le  probleme  po$£  sera  r^solu  si  Fon  trouve  une  fonc- 
tion  cp(<7,  6,  c,  rf)  qui  repr^senle  toujours  un  nombre  entier  et 
telle  que  Fon  ait 

<p(a,6,  c,  t/)-hcp(6,  a,  —  d,  —  c)^~  3(a  —  j)(6  —  i)—  3, 
car  on  aura  alors 


[on  a^crit  cp  etcp'ala  place  de  (p(a,  6,  c,  rf),  cp(6,  a,  —  rf,  —  c)]. 
Or  liquation  de  condition  peut  s'^crire 

<p(a,*,c,rf)-h<p(6,a,  —  rf,  —  c)  =  3(a  +  6  —  2)—  iab+  ab(bc  —  ad), 
et  Fon  voit  qu'on  y  satisfait  en  posant 

<p(a,  6,  c,  rf)=  3(6  —  i)-f-  ab*c  —  «6  —  ac  —  6rf. 

233.  Nous  sommes  ainsi  amends  ^  consid^rer  la  fonction  des 
quatre  nombres  a,  fc,  c,  rf  d^finie  par  F^galit^ 

MTCI 
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oil  M  est  un  entier  defini  par  liquation 


Nous  n'imposons  plus,  pour  le  moment,  aux  nombres  <2,  b 
d'autres  conditions  que  d'etre  premiers  entre  eux  et  nous  allons, 
dans  cette  hypothese,  £tablir  les  propri6le"s  de  la  fonction 
(#,  b,  c,  d).  Tout  d'abord,  elle  ne  depend  que  des  deux  nombres 
a,  b,  car  si  Ton  y  remplace  c,  d  par  c  -+•  na,  d  +  nb,  M  est  rem- 
place*,  comme  il  est  aise*  de  le  voir,  par 


or  Tun  des  nombres  a,  b  est  impair,  1'un  d'eux  n'est  pas  divisible 
par  3;  il  en  re"sulte  que  le  produit  (a2—  i)(b*  —  i)  est  divisible 
par  a4  ;  1'accroissement  de  M  e*tant  divisible  par  24,  la  fonction 
(#,  by  c,  d)  n'est  pas  modifi^e  par  la  substitution  a  c,  d  d'une 
solution  quelconque  de  liquation  ind^termine'e  ay  —  bx  =  i  . 
C'est  ce  que  Ton  avait  annonce". 

II  conviendrait  d'apres  cela  de  faire  disparaitre  c,  d  du  symbole 
(a,  6,  c,  rf)  et  d'^crire  par  exemple  (a,  b)  au  lieu  de  (a,  6,  c,  d). 
Nous  conserverons  cependant  la  notation  (a,  fe,  c,  d  )  pourfaciliter 
au  lecteur  Fintelligence  des  calculs  qui  suivent.  II  est  entendu  que 
si,  a,  b  dtant  donnas,  on  adopte  pour  c,  d  une  solution  de  liqua- 
tion inde'termine'e  pr^c^dente,  on  pourrait  tout  aussi  bien  en 
adopter  une  autre. 

234,  Des  calculs  tr£s  facilesmontrentqu'aux  propri^t^s  (i  —  9) 
e*tablies  pour  le  symbole  [a,  b]  correspondent  pour  le  symbole 
(a,  b,  c,  d)  les  suivantes 

(a,  6,  c,  d)(a,  —  6,  -  c,  d)  =-r-  1, 


— — [< 
(#,  6,  c,  »)(6j  &9  — •  «,  —  c)  =  ^    * 

(—  i,  a,  o,  —  i)  =  e 
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235.  La  troisidme  de  ces  formules  coincide  avec  la  loi  de  r£ci- 
procitS  relative  au  symbole  (  jj  quand  ab  est  positif  :  nous  nous 
rapprocherons  de  ce  dernier  symbole  en  introduisant  i  la  place  de 
(a,  6,  c,  d)  le  symbole  ~  relalif  &  deux  entiers  quelconques  a,  b 
premiers  entre  eux  et  d^fini  par  I'^ 

/    v  /      t       -7x      fa 

(P)  (a,b,c,d)= 


Aux  propri^t^s  pr^c^dentes  de  la  fonction  numdrique  (a,  6,  c,  rf) 
correspondent  les  propri£t£s  suivantes  de  la  fonction  num£rique 

I  -r  U  oti  a  et  6  sont  premiers  entre  eux, 


I  et  I  I  u  I  •"•  -T™  l(  <i  —  1 )  ( b  —  1 )  —  ( s§n  /i  —  1 )  (9911 6  —  1 )] 

i- -i  —  (a  — •  n«J  fol  —  (    »~ 

~x'      L « J  "e  '      L^J  ""e 

En  £crivant ,  en  dernier  lieu ,  -  h  on  suppose  naturellement 
que  a  soit  impair.  La  troisiime  de  ces  formules  pourrait  6tre  re- 
gard^e  comme  la  loi  de  reciprocity  relative  au  symbole  ^ 


236.  Dans  la  seconde  de  ces  formules  figurent  les  nombres  c,  d 
dont  elle  est  ind^pendante.  En  effet,  si  b  est  impair  ou  s'il  est  divi- 
sible par  8,  le  nombre  6(62—  i)  est  dvidemment  divisible  par  24; 
dans  ces  deux  cas  on  a 


et,  en  g6n6ral, 


ra-ra 


si  a  est  congru  ^  a'  (mod.  6).  Si  b  est  le  double  d'un  nombre  pair 
sans  £tre  divisible  par  8,  b(b*—i)  est  divisible  par  12  et,  comme 
2C  +  d  est  impair,  on  a 
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Enfin,  si  b  est  le  double  d'un  nombre  impair,  comme  on  a 


et  que  b  +  2 a  est  divisible  par  4?  on  en  conclut  que  ac  -f-  d  est 
de  la  forme  4/&  +  i  ou  de  la  forme  £n  —  i  suivant  que  a  est  d'une 
forme  ou  de  Tautre.  On  a  done 


oti  il  faut  prendre  le  signe  superieur  on  le  signe  inferieur  suivant 
que  a  est  congru  4  +  1  ou  4  —  i  (mod.  4)» 

II  r^sulte  ais^ment  des  diverses  propri^s  du  symbole     ? 

que  ce  symbole  est  toujours  dgal  &  Fun  des  quatre  nombres  ±  i, 
dr  i.  II  suffit  de  raisonner  sur  ce  symbole  comme  on  a  fait  au 

n°  229  sur  le  symbole  (  ^  J  • 

237.  Dans  le  cas  ou  a,  b  sont  des  nombres  impairs  dont  Tun  au 
moins  est  positif,  on  voit  que  1'on  a 


La  derni£re  formule  suppose  naturellement  que  a  soit  positif. 
On  en  conclut  que  si  a,  b  sont  deux  nombres  impairs,  premiers 

entre  eux  et  dont  Tun  au  moins  est  positif,  le  symbole     ~     est 
identique  au  symbole  f  -r  }  de  Legendre,  g^n^ralis^  par  Jacobi. 
Lorscjue  a  est  pair  et  b  impair,  on  doit  prendre 

[  a\       (a^-nb\ 

(*)  =  (—  5-)' 

oh  n  d6signe  un  nombre  impair;  mais  alors  a  -f-  nb  ^tant  impair 
et  Tun  des  nombres  a  +  nb,  b  6tant  positif,  [     "t*  1  est  iden- 
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^  /a  -t-  nb\  ,  ,  .  ,    . 

tique  a  f — 7 — j  en  vertu  des  remarques  anteneures  relatives 

'[5]- 

Le  symbole    T    est  done  identique  au  symbole  (T)  dans  tons 

les  cas  oil  ce  dernier  symbole  a  etd  dtfini :  il  doit  en  6tre  re- 
gard^ comme  la  generalisation. 

238.    Si  Ton  applique   successivement  les  relations  (0),  (v) 
et  (p),  on  a 


e  1Z   ~e      12»  =(a,  o,  c,  d)e    " 

~T^  (36-f-fl62C  —  ab  —  ac  —  W  — 


En  reunissant  les  r&sultats  acquis,  on  voit  done  que  Ton  peut 
mettre  dans  tous  les  cas  Ja  relation  (8)  sous  la  forme 


\ 

») 


1'argument  de  y^—  (a  4-  ^T)2  6tant  compris  entre  —  -  et  +  -  et 
le  symbole  j  6tant  defini  par  les  propriet^s  ci-dessus  du  n°  237 
qui  permetlent  de  le  calculer, 

239.  On  en  d^duit  immediatement  les  valeurs  des  racines  hui- 
ti^mes  de  Tunit^  e,  e',  e",  ewqui  figurent  dans  les  formules  (XLII). 
D'apr^s  la  formule  ([3),  on  a,  dans  tous  les  cas, 


En  elevant  au  cube  les  deux  membres  de  cette  relation,  puis  rem- 
pla^ant  hs(T)  par  sa  valeur  tir^e  de  la  relation  (XLV<5),  on  a 
immediatement 


[T3    ab  +  ftc 
?]'' 


d'ou,  par  les  formules  (XLIIT_8)) 
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Le  problime  pos£  au  n°  179  est  done  r£solu. 

240.  On  peut  <5crire  la  formule  (XLV^)  d'une  manure  un  pei 
diffiJrente  de  fagon  &  n'y  faire  figurer  que  le  symbole  de  Legendre 
Jacobi. 

L'un  des  nombres  a,  b  est  impair  et  comme  Ton  peut  dam 

T  =  c  +  d\  changer  les  signes  de  a,  fe,  c,  rf,  on  peut  toujours 
<H-  OT  DO 

supposer  que  c'est  le  nombre  dont  on  sail  qu'il  est  impair  qui  esi 
positif. 

On  distinguera  done  deux  cas  : 

1°  b  impair  et  positif.  Alors  on  a 

[!]-(*)•    »*- 

et,  comme  on  Ta  vu  au  n°  218, 

_wf 
J/_-  (a  -+•  bt}*  =  e     *  /a  -f-  ^ T  , 

la  partie  r£elle  de  la  racine  carr£e  ^tant  positive. 
Mais,  comme  b  est  positif,  on  a  aussi 


si  Ton  entend  par  y/—  i(a  +  67)  celle  des  deux  determinations  de 
la  racine  dont  la  partie  r^elle  est  positive  :  les  arguments  des  deux 


Iti 


quantit^s  e    *  ^a+  bi  et  y/—  i(a  +  b'i),  dont  les  carr^s  sont 
^gaux,  sont,  en  effet,  tous  deux  compris  entre  —  -  et  4-  -• 

On  a  done,  dans  ce  premier  cas,  puisque  62  —  i  est  divisible 
par  8, 

(XIV,,) 


2°  a  impair  et  positif.  En  appliquant  la  loi  de  reciprocity  du 
symbole  [|]  donn6e  au  n°  235,  on  a,  puisque  a  est  positif, 

[i  HI]-.-""-"*-" 
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Mais,  puisque  a  est  impair,  f  -    est  certainement  ideatique  &  (  -  }> 
dont  la  valeur  est  -h  i  ou  —  i  ;  on  peut  done  £crire 


D'ailleurs,  comme  on  1'a  vu  au  n°  218,  on  a  aussi 


—(a  -h  6i)2  =  e    4 

Ja  partie  r6elle  de  la  racine  carree  extant  positive.  On  a  done,  dans 
ce  second  cas, 


Le  coefficient  de  —  ^  dans  Texponentielle  est  egal  4 
3(i  —  a)-t-2a^-hac^2—  ac  —  6c?  ^=  3(i  —  a)  -h  a6  -4-  cflbd—  ac  —  bd\ 
on  aura  done  finalement 


(XLVi6)     h(T)= 


Les  formules  (XLVI5_0)  ont  ete  donnees  par  M.  Weber  (<), 
qui  en  a  presente  la  demonstration  sous  forme  de  verification. 

241.  On  peut  aussi  ecrire  la  formule  (XLII5)  de  manure  a 
n'y  faire  figurer  que  le  sjmbole  (?)  de  Legendre-Jacobi  ;  il  faut 
encore  distinguer  le  cas  ou  b  est  impair  et  positif  de  celui  ou  a 
est  impair  et  positif.  On  arrive  aisement  aux  resultats  que  voici  : 

i°  Si  b  est  impair  et  positif,  on  a 

(x       b(a  + 
b)i 

2°  Si  a  est  impair  et  positif,  on  a 


rt  —  3) 


(»)  Elliptische  Functionen,  p.  100. 
T.  ct  M.  -  IL 
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Si  Ton  suppose  que  a  el  b  sonl  impairs  et  positifs,  cc  qui  ije 
peut  arriver  que  dans  les  cas  3°  et  4°  du  Tableau  (XX6),  les  deux 
formules  coincident,  corame  il  r^sulte  immediatement  de  la  loi  de 
r^ciprocite  et  de  la  congruence 

ab  —  ac-+-  bd—  ia  —  zb  -+•  2  =  o        (mod.  8) 

qui  a  lieu  en  vertu  de  la  relation  ad —  be  =  i,  lorsque  des  quatre 
nombres  entiers  a,  &,  c,  rf,  un  seul,  c  ou  rf,  est  pair. 

§  VII.  —  Transformation  quadratique  des  fonctions  Th6ta. 

242.  Aux  formules  pr&^dentes  qui  concernent  le  cas  ou  les 
quatre  entiers  a,  6,  c,  d  caracterisant  la  transformation  considered 
sont  lies  par  la  relation  ad—  bc=  i,  viennent  s'ajouter,  commo 
dans  l^tude  des  fonctions  rfw,  d&u,  d'autres  formules  qui  concer- 
nent le  cas  ou  le  determinant  ad—  be  est  un  entier  quelconque. 
Get  entier  est  Yordre  de  la  transformation.  Nous  envisagerons 
d'abord  le  cas  ou  il  est  egal  a  2. 

Le  raisonnement  du  n°  130  s'applique  aux  fonctions  2r(^) 
aussi  bien  qu'aux  fouctions  rfw,  o'aW,  avec  cette  restriction  que  les 
systemes  de  demi-periodes  improprement  Equivalents  au  sjst^me 
(o)0  G>3)  sont  exclus  (n°  151)  pour  les  fonctions  3(f>).  II  suffit 
done  de  considdrer  la  transformation  d'ordre  2  ou  Ton  change  to, 

en  ~  sans  changer  a>3,  ce  qui  revient  a  changer  v  en  2  v  et  T  en  2T, 
et  la  transformation  d'ordre  2  ou  Ton  change  a>3  en  ^  sans 
changer  toM  ce  qui  revient  a  changer  siinplement  T  en  -•  La  pre- 
miere de  ces  deux  transformations  est  la  transformation  de  Landen, 
la  seconde  est  la  transformation  de  Gauss. 

243.  En  combinant  les  formules  concernant  ces  deux  trans- 
formations et  celles  que  Ton  en  d^duit  immediatement  concernant 
les  transformations  inverses,  entre  elles  et  avec  celles  d^ja  6ta- 
blies  qui  concernent  la  transformation  lin^aire,  on  aura  toutes  les 
formules  de  transformation  quadratique  des  fonctions  3f(<;).  Les 
formules  de  transformation  dont  1'ordre  est  une  puissance  entire 
de  2  s'obtiendront  de  m6me,  par  la  combinaison  et  la  repetition 
des  transformations  precedemment  d^finies. 
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244.  JNous  aliens  done  chercher  a  exprimer,  d'une  part,  les 
fonctions  3(20(27),  d'autre  part  les  fonctions  3u>  -J>  au 
moyen  des  fonclions  3(p  |T). 

Nous  designerons,  comme  nous  Favons  d^ji  fait  &  propos  des 
fonctions  rfw,  rfaw,  par  de  petites  capitales,  les  constantes  relatives 


aux  fonctions 
nous  poserons 


(XLVJI,) 


et 


.  Ainsi 


Qo  = 


n< 


Qt  = 


Les   quantit^s  Q,  QO,  Q<,  Q2,  Q3  sont  d'ailleurs   lites   par  les 
m£mes  relations  alg^briques  (XXVIII5_6)  que  les  quantit^s  y,  y0, 


Nous  d^signerons  de  mfime  par  de  petites  capitales  accentuges 
les  constantes  relatives  aux  fonctions  rf  (  u\  u>j,  —  U  c 

T\  2 

-  )  •  Ainsi 

2/ 


1  T7T£ 

78  —  /»    2 


(XLVIII,) 


On  a  £videmment,  d*apr^s  les  expressions  de  QO,  QS, 


(XLVI12)  00  = 

d'ou  Ton  tire  inverseinent 


03=^2^3=    —  > 
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De  m£me,  d'apr^s  les  expressions  de  Q^,  Q<,  Q^,  Q'3,  on  a 


?o=Q'0Qi,          ?3 
d'ou  Ton  tire  inversement 
(XLVIII2)  Q'0=7o?3,        Qi=~ 

245.  Transformation  de  Landen.  —  Si  Ton  passe  des  fonc- 
tions  cj1,  rfa  aux  fonctions  2r  au  moyen  des  formules  (XXXIIIi_4), 
on  a  le  moyen  d'exprimer  les  fonctions  2r(ap|  ST)  au  moyen  des 
fonctions  3(p  |  T).  Par  exemple,  la  formule 


en  w 
donne  imm^diatement 


A  cause  de  la  valeur(XXH4)de  HO  on  voit  que  le  facteur  expo- 
nentiel  est  le  m£me  dans  les  deux  membres  ;  on  trouve  ensuite 
trtis  facilement,  en  reduisant  au  moyen  des  relations  deja  ecrites 
(XLVII2)  enlre  QO,  Q3?  ^o?  ?M  ^2,  ^3?  la  formule 


On  a  d'ailleurs 


QoQs 


la  derniere  £galil6  ayant  lieu  en  vertu  des  formules  (XXXVI2) 
qui  seront  d'un  usage  constant  dans  ce  qui  suit. 

On  trouve  de  la  me'ine  fagon,  au  moyen  de  la  formule  (XXI1I3)? 


csw 
la  relation 


Au  reste  cette  derni&re  relation  aurait  pu  aussi  bien  se  d 


LES  FONCTIONS  3r.  II1} 

celle  relative  a  3,  (2p  |  21)  en  rempla^ant  p  par  p  -f-  -  et  en  se  ser- 
vant des  formules  (XXXIVo).  On  a,  en  effet,  par  ces  formules 

|2T)  =  l'Q'"7e-Wlw54(2P|  2T), 


et  il  suffit  de  remplacer  dans  1'egalite  qui  donne  Texpression  de 
3  1  (  2  9  1  2  T),  pour  avoir  celle  qui  fournit  Texpression  de  2r4  (  2  p  |  a  T). 
Inversement,  parlameme  operation,  onpasserait  de  cette  seconde 
formule  a  la  premiere. 

Si  maintenant  on  fait  la  substitution  des  fonctions  SF  aux  fonc- 
tions  a*  dans  les  formules  (XXUIj);  si  1'oa  remplace  ensuite 
\/e{  —  e2  ,  \/e<  —  e3  par  leurs  valeurs  (XXXVIo,  4) 


on  obtient  aussi 


20000! 


D'ailleurs  on  trouve  tres  ais^ment 


On  a  done 


Exactement  de  m£me,  en  partant  des  formules  (XXIII2),  on 
trouve 


et  Ton  a  d'ailleurs 

'         = 
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246*  On  pr^voit  que  Ton  doit  pouvoir  transformer  Tune  dans 
Fautre  les  relations  qui  fournissent les  expressions  de  &2(2P  |  21), 
2r8(2p|2T),  en  changeant  9  en  p  +  -  et  en  se  servant  des  for- 

mules  (XXXIV6).  Mais  tandis  que,  tout  &  1'heure,  ce  changement 
ne  nous  a  rien  donn£  de  plus  que  ce  que  nous  savions  d6ja,  il  va, 
cette  fois,  nous  donner  des  relations  entre  les  constantes.  Si,  en 
efiet,  dans  les  relations  du  numero  prudent,  on  change  p  en 

v  +  ->  on  trouve,  apr^s  des  reductions  imm^diates, 


4Q4QoQ? 


Ces  formules  comparees  aux  precedentes  donnent 


l  at) 


—         *          _  QoQJ          __ 


On  a  done 


(XLVII3) 


etl'on  a,  d'autre  part, 
(XLVII4) 


relations  auxquelles  il  convient  d'adjoindre  les  relations  suivantes 
obtenues  en  faisant  v  =  o  dans  les  deux  dernieres  formules  de 
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transformation  et  dans  la  premiere  divise"e  prealablement  par  v>, 


(XLV1I4)  &!(o|2t)=2fl(o)&4(o)> 


Les  deux  avant-dernieres  formules  sont  d'ailleurs  une  cons£- 
quence  des  relations  (XLVH2) 


de  meme  que  celles  qui  les  precedent  equivalent  a  celles-ci 

(          2QjQ* 

(XLVII,) 


. 
Ainsi,  comme  on  a  Q2=  y,  OQ  voit  que  les  quantite*s  QO,  Q<5  Q25 

Q3  s'expriment  algebriquement  an  moyen  de  q,  qQ,  q\,  q%,  q$.  De 
m&me  pour  les  fonctions  2^(o|2T),  S2(o  |  ST),  2r8(o|aT), 
Sr4(o|2T)  etles  fonclions  Sr',  (o),  2r2(o),  S3(o),  2r4(o)  de  la  va- 
riable T. 

247.  Transformation  de  Gauss.  —  Les  formules  (XXIV,  ? 
XXV4_3)  qui  expriment  ti(u  \  (o<?  ^\  ^(u  \  w<  ,  ^)  au  moyen 
de  d(u  |  o>0  (03),  rfa(a  w<?  co3),  permettent  d^exprimer,  d'une  ma- 

}  au  moyen  des  fonc- 


niere  toute  semblable  les  fonctions 
Lions  2r(o  |T).  Nous  ne  developperons  pas  les  calculs  qui  pr£sen- 
Lent  exactement  les  me'mes  circonstances  que  ceux  de  la  trans- 
formation de  Landen,  que  nous  venons  de  faire. 

On   trouve   directement ,    au   moyen    des   formules   (XXIV4 , 
XXV,), 

Si(» 


*•*  * 


et  Ton  passe  d'une  formule  a  1'autre  par  le  changement  de  v  en 
i>  +  I.  Au  moyen  des  formules  (XXV2^3)?  <*  ^n  tenant  comple 
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de  la  relation  (XXIV4), 
on  a  ensuite 


puis,  par  le  changement  de  v  en  v  +  -, 


d'ou  1'on  conclut  les  formules 


(XLVJIIa) 


et  les  relations 


XLVflU) 


f  0 
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qui  Equivalent  aux  suivantes  : 


(XLVII12) 


dont  les  deux  premieres  ont  d6ja  6te  (Hablies  an  n°  244. 

On  peul  verifier  que  les  relations  (XLVIII4)  sont,  au  fond, 
identiques  aux  relations  (XLVH4)  ;  on  passe  des  unes  aux  autres 

en  changeant  T  en  -• 

248.  Les  relations  (XLVI12)  qui  Hent  alg<*briquement  les  quan- 
til6s  q,  q0,  q{,  q*>  q*  aux  quantity's  Q0,  Qi,  Qa>  Qa  et  les  rela- 
tions (XLVIII2)  qui  lient  algebriquement  les  quantitls  Q',  Qo? 
Q',,  Q'2,  Q;  aux  quantites  q^  q^  q^  q9  permettent  d^tablir  des 
formules  interessantes  concernant  la  transformation  quadratique 
des  fonctions  rnodulaires  h(-r),  cp  (T),  ^(T),  X(T)' 

La  definition  de  la  fonction  h(t)  donne 


en  elevant  les  deux  membres  ail  carre  et  en  faisant  usage  de  la  re- 
lation (XXXVL),  Sr,(o)  =  270???'*,  °n  a  donc 


On  a  de  meme 

d'ou,  en  faisanr  usage  de  la  relation  2r4(c>)=  ^0 

(XLIX2) 


En  changeant  dans  cette  derni&re  ^galit^  T  en  T  -h  i,  et  en  faisant 
usage  des  egalites  (XLIII,a)  et  (XLV<), 


on  a  auss 
(XLIX.) 
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249.   Si   Ton    r^sout   par   rapport  i    y0    gr2,   y8    les   Equa- 
tions (XXXVHIi,  2,  5)  qui  ctefinissent  <J>(T),  ^(T),  %(T),  on  trouve 


et  Ton  aura  de 


En  portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (XLVIIa) 


on  trouve,  apr£s  des  reductions  imm^diates,  les  trois  formules 


A  cause  de  la  relation  y^3(*r)=  cp(r)  ^(t),  la  premiere  de  ces  for- 
mules peut  s'^crire 

(XLIX,)  ^(2T)cp(T)-^X(T)X(2T); 

en  iliminant  '/24(T),  on  a  ensuite,  a  1'aide  des  deux  autres  for- 
mules, les  relations 


A-cause  de  la  formule  cp8(T)-H  ^8(7)=  i;  on  a  aussi 


d'oCi  Ton  tire,  en  extrayant  la  racine  carr^e  et  en  observant  que 
les  deux  membres  doivent  6tre  positifs  pour  T  purement  imagi- 
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naire, 

/YTTYX 

(XLTXe) 


250.  En  remarquantquela  transformation  quadratique 
equivaut  a  la  suite  de  transformations 


/  i 

H-T,    2T,    —  -, 


en  appliquant  ce  r&ulial  &  la  fonction  ^(T)  et  en  tenant  compte 
des  formules  (XLV)  et  (XLIX4),  on  trouve  sans  peine 


(XLIX7> 


Observons  aussi  qu'en  changeant  T  en  ~  dans  les  formules  pr6- 
cedentes,  on  en  tire 


/T\ 

W 


.*-      = 


251.  Enfin  les  resultals  precedents  permettent  encore  de  ra- 
mener  les  fonctions  cp,  ^,  y^  a  la  seule  fonction  h. 

Dans  la  formule  QJ,~  ^o?3,  changeons  T  en  H-  T  et  de*signons 
par  Qo  ce  que  devient  le  premier  membre;  comme  g0  ne  change 
manifestement  pas,  et  que  y3  se  transforme  en  q%,  on  aura 


Soit  aussi 

Q" 
on  aura 


d'oi,  en   se  reportant  aux    expressions   de    h(at)  =  ^8 
et  aux  definitions  des  fonclions  ?(T), 
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V(T),  on  trouve  de  suite 


(XLIXi) 


i±iY 


/~   12/-.         h( 


Nous  nous  contenterons  d'observer  (j),  relativement  a  ces  for- 
mules,  qu'elles  permettent  de  deduire  les  formules  de  transfor- 
mation lin£aire  des  fonctions  modulaires  <P(T),  ^(T),  <x(T)'  ^e 
celles  que  nous  avons  ^tablies  pour  II(T).  On  obtient  ainsi,  dans 
les  six  cas  du  Tableau  (XX0),  des  formules  ^quivalentes  aux  for- 
mules (XLVIi__2),  mais  affectant  une  forme  diff^rente. 


252.  Les  formules 

,=  e~~^h(T), 
(XLIX,) 


h(T) 


h(T)' 


qui  expriment  y0,  q^  q%,  q3  en  fonction  de  T,  se  d^duisent  i 
diatement  des  formules  de  definition  des  fonctions  A( 
^(7),  ^(T)  et  des  formules  (XLIX8). 


253.  En  combinant  les  transformations  de  Landen  et  de  Gauss, 
on  obtient  les  expressions  de  3^  (2^),  2ra+<(2^)  au  nioyen  des 
fonctions  &(f>). 

La  premiere  des  formules  (XLVI13),  par  exemple,  peut  s^crire, 


(!)  Cettc  int^ressante  remarque  est  due  a  M.  Dedekind  :  Ueber  die  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  (Journal  de  Crelle,  t.  LVIII,  p.  288).  Dans  les 
Elliptische  Functionen  de  M.Weber,  les  r^sultats  sont  donnes  pour  les  fonctions 
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en  changeant  t  en  - » 


mais,  d'apres  la  formule  (XLVIII3),  on  a 

>,(.=)- 


_aSri(i'|T)S,(p|-c). 


done,  comme,  d'apres  la  formule  (XLVIII4),  on  peut  remplacer 
-  )  Par  IG  Pr°duit  2  2r2  (o  |  T)  2r3  (o  |  T),  on  obtient  la  relation 


On  a  de  m£me 


(L) 


VIII.  —  Transformation  d'ordre  impair  des  fonctions  ST. 

254.  Dans  1'^tude  de  la  transformation  des  fonctions  3,  nous 
n'avons  envisage  jusqu'ici  que  les  cas  ou  I'ordre  de  la  transfor- 
mation est  egal  a  i,  a  2  on  a  une  puissance  entiere  de  2.  Nous  al- 
lons  ^tudier  maintenant  les  transformations  dont  I'ordre  est  im- 
pair et  positif,  transformations  qui  se  ram£nent  (n°  130)  a  celles 

ou  Ton  change  o>t  en  —  sans  changer  w3,  ce  qui  revient  a  changer 
9  en  nv  et  T  en  TIT,  a  celles  ou  Ton  change  u>3  en  —  sans  chan- 
ger (o<,  ce  qui  revient  a  changer  seulement  T  en  ->  et  aux  trans- 
formations inverses. 

En  combinant  les  formules  de  transformation  que  nous  obtien- 
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drons  ainsi  (4)  entre  elles  et  avec  les  formulas  de  transformation 
line'aire  et  quadratique  des  fonctions  2r,  on  peut  obtenir  en  effet, 
d'apres  le  th^oreme  de*montr<*  au  n°  131,  les  formules  de  transfor- 
mation d'un  ordre  quelconque  positif  (3D.  II  n'y  a  d'ailleurs  pas 
lieu  de  consider  celles  dont  1'ordre  estnegatif,  car  nous  avons 
suppos^  essentiellement  (n°  151)  que  les  coefficients  des  parties 
imaginaires  des  rapports  ~  et  ^  des  pe~riodes  a  I'aide  desquelles 
on  forme  les  fonctions  2r(p)  sont  positifs. 

255.  Nous  allons  done  chercher  a  exprimer,  d'une  part,  les 
fonctions  3(/ip|nt),  d'autre  part,  les  fonctions  3r^  ^J  an 
moyen  des  fonctions  3(t>  |  T). 

Nous  d^signerons,  comme  nous  1'avons  d^ja  fait  a  propos  des 
fonctions  <3X  ^M,  par  de  petites  capitales  les  constantes  relatives 

>|/iT).  Ainsi, 


~ 


aux  fonctions 
nous  poserons  dans  ce  paragraphe 

Q  =  y»= 


et 


(Lit) 


V  =  l 
Vr=oo 


V"l 

V  — oo 


Q2  - 


Qa  = 


Les  quantit^s  Q,  Q0,  QM  Q2,  Qs  sont  d'ailleurs  liees  par  les 
me'mes  relations  alg^briques  que  les  quantite"s  ^,  y0,  q\,  q%,  q*> 
Nous  poserons  aussi,  pour  abre*ger, 


2(0! 


a, 

i 


!»*)     =T  = 


=  ^=Q!Q«, 


(*)  II  suffirait  mAme  de  ne  consid^rer  que  le  cas  oil  1'ordre  de  la  transforma- 
tion est  un  norabre  premier  impair;  mais  cette  restriction  n'apporterait  aucune 
simplification  aux  formules  que  nous  allons  £tablir. 
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ce  qui  permet  d^crire  comme  il  suit  les  formulas  (XXXIIIl-4), 
qui  relient  les  fonctions  d  aux  fonctions  2r,  et  celles  que  Ton  en 


d^duit  en  changeant  o>4  en  —  : 


f 


En  substituant  ces  demises  formules  dans  celles  (XXVI<  )  qui 
expriment  les  fonctions  a1  fa  —  ,  co3j,  tfafu  —  >  w3)»  an  mojen 
des  fonctions  rfw,  o'a?/,  nous  aurons  imm^diatement 


(r) 


ou  r  doit  prendre  n  —  c  valeurs  enti^res  dont  aucune  ne  soit  di- 
visible par  /i,  non  plus  que  la  difference  de  deux  quelconques 
d'entre  elles,  et  ou  <p  represente  Texpression 


._ 

U  —  7)!-+-  M^Pj-f-   -    --  h  27)^! 

n    '  2u>i  a 


(   ui          r\2       r* 

^'2(i>i  FI  /  71* 

(r)  (r) 

En  se  reportant  &  la  valeur  de  H{  (XXI5),  on  voit  de  suite  que 
cette  expression  est  nulle.  On  a  done  finalement 


(r) 
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Les  constantes  -Jit!  sont  des  fonctions  de  q.  II  en  est  de  m6me 

AflH-1 

des  produits 


(r) 


(r)  (r) 


qui  figurent  en  de*nominateur.  On  pent  ^valuer  chacun  de  ces 
quatre  produits  en  supposant  que  r  parcoure  seulement  la  moiti6 
des  valeurs  qu'il  doit  prendre,  c'est-a-dire,  d'une  fagon  precise, 

en  supposant  qu'il  prenne  valetirs  r<,  r%,  . ..,  rn_l  dont 

2  2 

aucune  ne  soit  divisible  par  n,  non  plus  que  la  difference  ou  la 

somme  de  deux  quelconques  d'entre  elles;  les  — —  valeurs  res- 
tantes  seront  congrues,  dans  un  certain  ordre,  suivant  le  module  n, 
a  celles-l^i  chang^es  de  signe,  et  le  produit  correspondant  sera 
e*gal,  au  signe  pres,  au  produit  que  nous  allons  calculer,  comme 
on  le  voittoutde  suite  en  se  reportant  aux  formules  (XXXIV2_3). 

256.   Pour  evaluer  les  produits 

n?.(«n  n»..(.- 

\r)  r) 


reportons-nous   aux    formules   (XXXU5._8  ^),    et  remplagons-y 
z  =  e9*1  par 


V        — —     0      "•       ' 

zr —  e       , 
on  aura  immediatement 


»•— 1     n  —  l     n  —  1 


(r) 


(r)        v=l 


2)  r 

J 
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puis 


n  iio-^'-M'-?2^') 

(r)     L  v  =  l  J 

"ii  n(i~?2v^)(i~?2vz;:2)  ; 

V^=l   L    <r)  J 


d'ailleurs,  si  1'on  pose 

on  aura 

et  le  produit 


est  e^al  a 


comme  on  le  voit  en  se  rappelant  que  les  nombres 

___.  ____ 

n'etant  point  divisibles  par  ft,  non  plus  que  la  difference  de  deux 
quelconques  d'entre  eux,  sont  congrus  (mod.  /i),  dans  un  certain 
ordre,  aux  nombres  i,  2,  .  .  . ,  n  —  i,  et  que  Ton  a,  e  etant  une 
racine  primitive  /iieiue  de  1'unite, 


\  /  \ 

On  peut  done  ^crire 


(r) 


et,  de  meine, 


(r) 


T.  et  M.  -  II. 
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Quant  aux  produits 


(r) 

=  7^,7*2, 


/ 

\ 

ils  s'6valuent  sans  peine  comme  il  suit.  D'abord  le  signe  du  pre- 
mier depend  du  nombre  de  facteurs  negatifs  qui  y  figurent  :  or 
sin£^  est  positif  ou  n^gatif,  suivant  que  la  partie  entire 

de  -  .  d^finie  par  les  conditions  precises 

n  l 


est  un  nombre  pair  on  impair;  le  signe  du  premier  produit  sera 
done  celui  de 


De  m£me,  puisque  Ton  a 


TIT  .71-4-27* 

cos  —  —  sin  - 
n  in 


le  signe  du  second  produit  sera  celui  de 


D'ailleurs  les  nombres 

(Hant  certainement  congrus,  dans  un  certain  ordre,  suivant  le  mo- 
dule n,  aux  nombres 

i,    2,     ...,    — — »     —i,    —  a,     •••>  2"> 

les  nombres 

ri,      7*j,       .  .  .,      rn—J[ 

>_— 
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sont  certainement  congrus,  dans  un  certain  ordre,  aux  nombres 


en  sorte  que  1'on  a  (  * 


.      VTT  \J  n 

sin —  =  — — ; 
n          n~] 
v-i  2  2 


V7T 

cos  —  = 
n 


(  ')  Voici  Tun  des  precedes  qui  conduisenl  a  ces  r^sultats  : 
Liquation 


a  pour  racines  les  2/1  —  2  valeurs  de 
/ATTC 

5?A  =  e   «  ,  (A-  =  I,  2,   ...,/i  —  I,  —  i,  —  2,   ...,  —  /l-f-  I). 

On  a  d'ailleurs 


et,  en  remarquant  que  I  I  &k  cst  e*gal  a  i,  on  en  conclut 

(*) 

V  —  n—l  V  =  rt  —  1 

v»-i  TT    '  a  V7r  —  TT  *  ^"rc  —       i       T~T  /  2 va 

JLJl  71  JLX  7i  3a»->jj»»— a    J^  J_     V     V  ^ 

Or  si,  dans  1'equalion  proposde,  on  fait 

a?'  =  i  +  ii, 
on  forme  liquation  en  w 

(H-M)*~1H-(i-»-  w)"-2-}-. .  .H-  i  =  o, 

dont  les  racines,  qui  ne  sont  autres  que  les  valeurs  ciistincfes  de  x\  —  i,  ont 
pour  produit  (—  i)f*~1/2.  On  en  conclut 

V-n-l 

.    vir         n 


n 


sin  —  =  -  —  > 
n        a'*~» 
v=i 
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On  en  conclut  d'abord 


n*  $-<- 


/r=r,,r1>...,r._1\     ('). 


puisque  les  deux  membres  sont  e'videmment  positifs.  On  en  de*duit 
.._»-i 


n 


.    vie 
sin  —  = 


On  trouve  de  m6me 


2    2 


n  —  1 

v=~r- 

VTt                 I 
COS  —    ;  • 

n  n-l 

2     2 


n 


(')  La  premiere  de  ces  formules  donne  un  r^sullat  assez  interessant  en  suppo- 
sant  n  =  3,  r  =  i,  a  savoir  : 


et,  en  r^unissant  les  termes  ou  n  est  de  Tune  des  formes  3  /?,  3/?  •+-  1,  8/7-1-2, 


w/8n~1)  «  (8  n  -f-  1)" 


enfm,  en  remplasant  q  par  a?*, 

""*  n  =  * 

JJ  (i-««)  =  i+2  (- 

n^l  /i-l 

=  i  —  a?—  X*-JrX*-JrX't—  -a?11—  a?"  -I-  ---- 

Gette  identite  est  due  a  Euler. 
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257.    Les   me'mes    formules   s'appliqueraient   aussi   aux  —  — 
nombres  rn_^,  ^+3?  •  •  ••>  /V-i?  qu'il  faut  adjoindre  aux  nombres 

JT~  2 

7*4  ,  7*2,  •  •  •  ,  rn—1  pour  former  la  suite  complete  rt  ,  r2,  .  .  .  ,  rw_<  . 

—  j- 

En  supposant  la  premiere  e"galite  LI2  e*crile  pour  ces  valeurs  de 
/'  et  en  multipliant  membre  a  membre  avec  cette  me*me 
on  trouve 


(r) 

On  a  aussi,  pour  les  me'mes  valeurs  de  /*, 

,  SB(^)  ^0? 


Uh 

D'ailleurs,  on  voit  tout  de  suite  que  les  differences 


(r)  (r)  (r) 


ne  changent  pas  quand  on  remplace  les  nombres  r  par  d'autres 
qui  leur  soient  respectivement  congrus  suivant  le  module  n, 
puisque  les  differences 


n/       n          \ 


ne  changent  pas  quand  on  augmente  r  de  n.  D'autre  part,  si  Ton 
prend  pour  les  nombres  r  les  nombres 


n—i 
i,    2,     ...,    —  —  ,     -i,    -2, 


les  deux  differences  que  Ton  s'est  propos6  d'evaluer  sont  respec- 
tivement dgales  a 


n  —  i 
_— _,     o; 


les  quantity  E  (~  j  ,  E    *~~    sonl,  en  effet,  nulles  pourtoutes 
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ces  valetirs  de  r,  sauf  la  premiere,  qui,  pour  les  valeurs  negatives 
de  ;•,  est  ^gale  a  —  i .  On  a  done  fmalement,  en  remarquant  que 
les  nombres  ^V,  V  -  sont  en  m£me  temps  pairs  ou  impairs, 


(r)          (r) 


n 

(r) 

n 


n-,  Qi 


—  rt,  rt, 


el,  par  consequent,  en  se  reportant  aux  valeurs  des  quantit£s  a\  , 


"_-'    v  , 

* 


|  nt)  =  (-.)'"' 


(r) 


(r=  r,,  r2,  ...,  r»-i). 

On  pourra  prendre,  en  particulier,  pour  les  nombres  r,, 
rt_<,  une  suite  telle  que 


aucun  des  nombres  r4,  r2,  . , .,  rff_t  n^tant  divisible  par  ^,  non 

8 

plus  que  la  difference  ou  la  somme  de  deux  quelconques  d^entre 


eux. 


II  convient  d'observer  que  les  quatre  formules  que  1'on  vient 
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d'etablir  peuvent  £tre  de*duites  de  Tune  quelconque  d'entre  elles, 

,  I  T  I  -f-  T 

en  y  remplagant  v  par  t>  -}-  - »  p  4-  ;•  ?  iM • 

258.  Nous  avons  deduit  les  expressions  des  quatre   fonctions 

2r<  (AW  |  AIT),     2ra(/w|/i7)     des     expressions     de     <3*  (u   — So)3j, 
^a  (  u  —  ?  a>3 ).  11  n'est  pas  inutile  d' observer  que  ces  expressions 

\          71  / 

peuvent  s'obtenir  tout  aussi  facilement,  et  meme  d'une  fagon  plus 
rapide,  en  partant  des  formules  qui  donnent  les  fonctions  3  de*- 
composees  en  facteurs.  Au  fond,  1'analyse  que  nous  allons  indi- 
quer  d'apres  Jacobi  (*)  ne  differe  pas  de  celle  qui  precede. 
Partons,  par  exemple,  de  la  formule  (XXX1I7) 

Sr3(p)  —  qQ  1  I  [i  -f-  2^2V~1  COS2V7T  -+-  ^2(2V~1)]. 

V— 1 

On  en  deduit 

»|/IT)  =  ( 


D'un  autre  cote,  si  Ton  decompose  en  facteurs  du  second  degre 
on  q  le  polynome  de  degre  2/i7 


I  -h  2 

dont  on  a  immediatement  les  racines,  on  -trouve  (2) 

i  -4-  2<7"cos2rct"ir  -h  q*n=  TT     I  -f-  iq  cos  2  IT  iv  -\  --  j  H-  q*  \ 

(f) 
(r  =  o,  n,  r2,  .  ..,  /v-,). 

En  changeant  dans  cette  identite  q  en  ^2V""!  et  en  Tappliquant 
a  cliacun  des  facteurs  qui  iigurent  dans  le  produit  infini  on  trouve 
immediatement 


j  /IT)  -  Qo 

(/•) 

-  —  o,rt,rs, 


WKUKE,  I.  I,  p.  a38. 

C'est  1'ideniite  connue  sous  le  nom  de  theoreme  de  Cotes, 
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et  Ton  en  conclut 
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=  ri,  rt, 


Le  lecteur  a  d'ailleurs,  dans  ce  qui  pr£c&de,  tout  ce  qui  est  n^ces- 
saire  pour  appliquer  la  m6me  analyse  aux  trois  autres  fonctions  Sr ; 
on  peut  aussi  deduire  ces  trois  autres  formules  de  celle  que  Ton 
vient  d'£tablir. 

259.  Prenons  maintenant  les  formules  qui  donnent 

.  /      to,          \ 

(u  "7T7  Ws '' 

au  moyen  de  <rw,  o-aw  sous  la  forme  (X 
m£me  fagon 


.-j).  On  trouvera  de  la 


[ 


1 
J 


•=-=  r,,  7-2,  .  . 


Dans  cette  formule,  a  peut  prendre  Tune  quelconque  des  va- 
leurs  i,  2,  3.  On  peut  1'^crire  de  diverses  fagons;  on  peut  y  rein- 

i  |         CL\  dn-4 

placer,  par  exemple,  —  -r 


n  Sr'j  (o  |  n  T  ) 


on  peut  aussi,  en  ^levant  au  carr£  la  valeur  (LI2)  trouvee  pour 


n[= 


260.  On  obtient  des  expressions  analogues  pour  les  fonctions 
2r<x-H (nv I  /iT),"(a=  i,  2,  3),  soil  en  partant  des  formules  (XXVI5) 
e  en  passant  des  a1  aux  2r  par  les  formules  (XXX1II4),  soit  en 
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remplagant  dans  les  formules  (LI«),  que  1'on  vient  d'obtenir, 
€crites  explicitemeiit  pour  a  =  i,  2,  3,  saccessivement  v  par 


1  ,   -c 
-,   p-4-  - 

2  a 
Jes  r^sultats  : 


4-  -»  p-4-->  ^_j-Lil;  nous  nous  contenterons  de  transcrire 

22  2 


•] 


ftfl* 

=•£»•«> 


[a*  (-")        1 
aKO--4?(&i(o 
%*  /       1  i 

*\«;      J 


(LU) 
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• 

261.  On  ve'rifie  sans  peine  que,  en  changeant  £  nouveau,  dans 

Tune  quelconque  de  ces  formules.  p  en  t>-|-->  ?+-»?  +  - — -, 
.   *  *  7  222 

on  re  torn  be  to  uj  ours  sur  les  monies  resultats,  aii  moins  si  Ton 
tient  compte  des  egalite*s  suivantes,  bien  aisees  £  e'tablir, 


(r) 


(r) 


(r) 


=.-(-l)<r) 


/a  =  1,2,  3;  r  =  r,,  r,,  ...,  rn_A. 


n_A. 


262.  Le  cas  ou  Ton  divise  la  seconde  periode  par  un  nombre 
impair  n,  et  la  recherche  des  expressions  des  fonctions  2r  (  v  -  U 

au  mojen  des  fonctions  3(i^),  se  traitera  de  la  m£me  maniere. 

Partons,  par  exemple,  des  formules  (XXVH4_3),  et,  lout  en 
conservant  les  notations  pr^cedentes  pour  ce  qui  concerne  les 
fonctions  <S(u\to\,  (03),  rfa(w  |  a>0  (03)  et  2r(p|T),  designons  par 
de  petites  initiales  affect^es  d'un  accent  les  constantes  relatives 


aux  fonctions  rf  Tw|  coo  —  j  >  rfaf  M  |  co0  —  j  et 
tres  termes,  posons 


—  ) ;  en  d'au- 


-nri 


2V  —  1 


\ 

'* 
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Soient  aussi,  pour  abreger, 


.39 


A',       o>j 


Nous  aurons  alors,  en  passant  des  fonctions  rf,  rfa  aux  fonctions 


Aa-M^a-M 


(r  —  /'i,  r2, 


LI      -         (r*\ 
^       **-"  U  / 


^ 
oil  fy  represente  1'expression 


(r) 


qui  se  reduit  imrn^diatement,  et  esl  egale  a 


Si  Ton  pose,  pour  abreger, 


(r) 


«i  T 

6l=AT 
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les  formules  pr£c£dentes  prennent  la  forme 


(r) 


(LIU) 


. 


(r  =  rt,rt,  ..   ,/v-t), 

de  sorte  que  le  probleme  de  la  transformation  de  T  en  -  est  ra- 

men£  au  suivant  : 

Exprimer,  au  moyen  de  q,  les  quantit^s  64,  &a_H  d^fmies  par 
les  formules  (LII5). 

263.  II  est  ais^  de  voir  comment,  au  moyen  des  formules (XXXIV), 
on  passe  de  1'une  des  relations  (LII4)  aux  trois  autres  en  ajoutant 

successivementa  Targument  v  les  quantites  -,  -, •  On  trouve 

ainsi,  par  un  calcul  tres  facile,  en  comparant  les  r^sultats,  et  en 
se  rappelant  que  \^  -  est  toujours  un  entier  de  m^me  parit£  que 

2" 


(r) 


II   nous  suffira  done  d'exprimer,  au  moyen  de  </,  Tune   des 
quantit6s  64,  &2,  63,  bA. 

264.  Nous  commencerons  par  exprimer,  au  moyen  de  y,  les  dif- 
produits 


n  ».(=?)•  n  »«(?)• 


r=l 


Si  1'on  se  reporte  a  la  formula  (XXXII7 

01  £)  = 
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et  si  Fort  fait 

/•Tic  i  r 


on  aura  manifestement 


en  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  produit 
qui  peut  s'ecrire 


(r 


Or  on  a,  comrae  on  le  reconnait  de  suite,  en  e"crivant  les  fac- 
teurs  de  la  quantite  entre  crochets,  de  maniere  que  les  exposants 
de  q  aillent  en  croissant, 


n 


(2V—  l)ff-S 


2(v-l)n  +  2U—ll 

2(V     1)n  +  2^     ! 

i  +  l  ^  J, 

li=i 


et,  par  consequent,  le  produit  cherche*   est  6gal  a  une  fraction 
dont  le  denominateur  est  6gal  a 
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land  is  que  le  numerateur  est  6gal  a 


(1'dgalit^  r^sulte  de  ce  que,  dans  le  premier  membre,  les  expo- 
sants  de  q  sont  tons  les  nombres  impairs  divis^s  par  n).  On  a 
done 


'•=-;'- 


et  par  suite 


Par  un  calcul  tout  semblable,  on  obtient  de  meme  les  relations 


T-)  =  *. 


265.  C'est  en  nous  appujant  sur  la  premiere  de  ces  relations 
que  nous  allons  exprimer  b3  en  fonction  de  q.  Gomme  on  a  mani- 
festement 


on  en  conclut 
foil 


n 
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et  par  suite 


n  »•(?)  -  n  >•<"'  -  "-•    **>  - 

r  =  l  i'=l  r  =  l 

Mais  il  re"sulte  des  formules  (XXXTV5)  quo  Ton  a 


done  la  fonction 


ne  change  pas  quand  on  remplace  r  par  r  +  ft  ;  par  suite,  le  pro- 
duit 


tie  change  pas  quand  on  remplace  r^  /-2,  . . . ,  /*;i_i  par  un  syst&me 
analogue  de  nombres  entiers.  On  aura  done 

;•* 

IK 

(r}  Q'V     2     /    q\      '•=! 

et,  en  se  rappelant  1'expression  de  la  somme  des  carres  des  n  —  i 
premiers  nombres  entiers,  on  trouvera,  apres  des  reductions  im- 
mediates, 


(r) 

En  se  reportant  aux  valeurs  de  a3  et  de  A^,  on  a  done 


Cette  expression  se  r^duit  a  2i  lorsqu'on  prend  pour  /•  les  nom- 
bres 

.    n  —  i 
±1,    ±2,     ...,    ±—j-' 

266.  A  1'aide  des  relations  (LII,)  (nos262,  263,  265),  on  ob- 
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tient  imm^diatement  les  relations  suivantes,  qui  peuvent  £tre 
utiles;  la  troisi&me  a  d£ja  £t£  obtenue  au  num<*ro  prdc6dent. 


(L!I3 


(n  —  1)fn  —  81 


n 


On  a  aussi  les  relations  suivantes 


(r) 


qui  resultenl  imm^diatenient  du  calcul  des  quantites  b{, 
Ton  prend  pour  r  les  nombres  ±  rM  =t  r2,  .  .  .,  ±:  rn^. 


s 


Comme  on  a  d'ailleurs 


A  « 4-i 


on  pourra  expnmer 


~?  2r 


--),  au  moyen  de  3't(o), 


a+l 


—  )•  Nous  laissons  au  lecteur 


(r) 


le  soin  d'6crire  ces  formules. 


267.    Les  formules  (XXVII4),  qui  expriment  les   fonctions 
|,  —  j,  tfa(w  o>i5—  j  au  moyen  des  fonctions  a*w,  rfa*/, 
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nous  permettent  d'exprimer  aussi  les  fonctions  2r  f  v  -  )  au  moyen 

des  fonctions  Sr(^).  En  passant  des  a1  aux  2r  a  Taide  des  rela- 
tions (XXIII,  _4),  et  en  remplagant,  a  Taide  des  relations 
(XXXIX5),  les  produits  (e*  —  *p)  (<?«  —  er)  par  les  qiiantitls 
^a^i(°)?  on  obtient  ais^ment  les  formules  suivantes  : 


268.  En  changeant,  dans  ces  formules,  ^  en  c-f-7,  P--H-, 
^  -I-  LltLl,  on  obtient  six  expressions  pour  chacune  des  fonctions 
3  (  ^  -)  au  mojen  des  fonctions  2r(^|T);  elles  se  reduisent  a 

trois,  si  Ton  tient  compte  des  relations  (LII0). 

On  remarquera  d'ailleurs  que  les  deux  probl^mes  qui  con- 
sistent a  exprimer  les  fonctions  3(/w  |  #T)  au  inojen  des  fonc- 


tions 3(<>|  T),  et  les  fonctions  2r(^  ~J  au  moyen  des  fonctions 

2f(p  |  T)  ne  sont  pas  r^ellement  distincts  ;  on  ramene  Tun  a  1'autre 
par  des  transformations  lindaires.  En  eflet,  pour  exprimer  les 

fonctions  3  (  v  -J  au  mojen  des  fonctions  3(^|t),  on  peut  ex- 
primer  les  fonctions  3fp  ~  J  an  moyen  des  fonctions  3  (—  —  -j 
(c'est  ime  transformation  lindaire);  puis,  exprimer  les  fonc- 
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lions  d  /—  —  -  j  au  moyen  des  fonctions  2r  (  -  —  ~)  (c'est  le 
premier  des  deux  problAmes);  puis,  enfin,  expriiner  les  fonctions 
2r  (  -  —  ij  au  moyen  des  fonctions  2r(p|T)  (c'est  encore  une 
transformation  lin^aire). 

269.  En  se  reportant  aux  definitions  des  fonctions  modulaires 


et  aux  expressions  des  produils 


(r) 


au  moyen  de  y,  QO,  Qa  pour  les  uns,  de  y,  Q^,  Q^  pour  les  aulres, 
on  obtiendra  imm^diatement  les  relations  suivantes  : 


(LIII) 


(a) 


(3) 


,«, 


(r) 


— 
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147 


(7) 


(8) 


(LIU)     / 


no 

(r) 

x 

? 


(10) 


(r) 


270.  II  importe  de  remarquer  que,  puisqu'on  sail  exprimer  les 


fonctions  3(/i^|/iT)?  3^   ^J  au  moyen  des  fonctions  ST(^|T), 

on  sail,  par  cela  m£me,  exprimer,  au  moyen  des  fonctions 
2r(p|T),  les  fonctions  3(/zp|T);  ces  dernieres,  en  effet,  sont  des 
fonctions  entieres,  homogenes  et  du  n^me  degre  des  fonctions 

-  b  commelemontrentles  formules  (LI3_8),  et  Jes  fonctions 

-  j  sont  des  fonctions  entieres,  homogenes  et  du  n^me  degr^ 
des  fonctions  2r(p  |  T),  comme  le  montrent  les  formules  (LII);  les 
fonctions  3(m>)  sont  done  des  fonctions  entieres,  homogenes  et 
du  degr^  n2  des  fonctions  2r(p).  Gette  conclusion  subsiste  mgrne 
si  n  est  pair,  comme  il  est  ais6  de  le  voir  en  pensant  aux  formules 
relatives  aux  transformations  de  Landen  et  de  Gauss.  Si  Ton  se 
borne  au  cas  ou  n  est  impair,  on  obtient  des  formulas  equiva- 
lentes  a  celles  dont  nous  venons  de  de*crire  la  formation,  en  com- 
binant  les  formules  (LI4)  et  (LII4),  ou.  les  expressions  des  fonc- 
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lions  2r(np|/iT),   &u>  -)  component  chacune   un  produit   de 

/i  fonctions  3  d'arguments  diff&rents;  1'expression  de  chacune  des 
fonctions  2r(7W  |  T)  comportera  ainsi  un  produit  de  n*  fonctions  2r; 
on  trouve,  en  eflfet, 


(LIV) 


([*»  V) 


£  +  ™). 

n        n  ] 


en  supposant 


r  =  /'i,  /*2>.-  -^ 

{JL  =  O,      /'i,   7'j, 
V    =  O,      TI,    7*2, 


et  en  ayant  pos^,  pour  abreger, 


271.  II  est  bon  de  jeter  maintenant  un  coup  d'ceil  d'ensemble 
sur  les  r^sultats  obtenus  dans  les  precedents  numeros. 
Que  n  soit  impair  ou  pair,  les  fonctions  S(np|ni), 

sont  des  polynomes  entiers  homog^nes,  du  degre  n  par  rapport 
aux  fonctions  3(o  |T),  choisies  convenablement.  On  peut  d£s  lors 
regarder  comme  rdsolu  le  probl&me  suivant  : 

fitant  donnas  quatre  nombres  entiers,  a,  6,  c,  rf,  dont  le  d^ter- 
niinant  (&  =  ad~-bc  est  positif,  exprimer  les  fonctions  S(^|T) 
au  moyen  des  fonctions  2r(v  |  T),  en  supposant 


v  = 


T    T" 


ReportODS-nous,  en  effet,  aux  r^sultats  obtenus  dans  les  n08 130- 
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133;  reprenons  les  notations  employees  alors  et  rappelons-nous 
que  nous  ne  consid^rons  plus  que  des  transformations  &  d^termi- 
nant  positif  ;  on  pourra  ^noncer  le  th£or£me  suivant. 

11  existe,  d'une  part,  deux  nombres  entiers  positifs  X,  [A,  assu- 
jettis  seulement  £  verifier  la  condition 

X[jt  =  ad—  be, 

et  a  avoir  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  plus  grand  com- 
mun  diviseur  des  nombres  a,  6,  c,  d\  d'autre  part,  deux  sys- 
temes  a,  [3,  y,  5;  a7,  p;,  y',  3;  de  nombres  entiers,  ve*rifiant  les  con- 
ditions 

«8  —  PY  =  I»      a'8f—pY=  r' 

et  tels  que  1'on  ait 


il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  supposer,  dans  les  nos  130-133, 


mais,  en  vertu  de  la  theorie  de  la  transformation  lin^aire,  les 
fonctions  SF(P[T)  ne  different  que  par  un  facteur  exponentiel  et 
par  des  facteurs  constants  des  fonctions 


ces  fonctions  sont  des  polynomes  homogfenes  et  du  degr^  X  par 
rapport  aux  fonctions 


qui,  en  vertu  des  egalite"s  prec^dentes,  sont  identiques  aux  fonc- 
tions 


et  ces  demises  sont  des  polynomes  homog^nes  et  du  degre"  a  par 
rapport  aux  fonctions 

^(iT^ 
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qui  ne  different  que  par  un  facteur  exponential  et  par  des  facteurs 
constants  des  fonctions  3(v  |T). 

Finalement,  les  fonctions  2r(p|T),  a  part  un  facteur  exponen- 
tiel  qu'il  serait  bien  facile  de  calculer,  sont  des  polynomes  homo- 
g£nes,  de  degr£  XJJL  =  ad  —  be  par  rapporl  aux  fonctions  3(v  |  T). 
Le  theor&me  du  n°  130  conduit  done  bien  a  1'expression  des  fonc- 
tions 3(^  |  T)  an  moyen  des  fonctions  2r(v  |  T),  et  Ton  voit  claire- 
ment  le  role  des  nombres  X,  JJL  et  1'avantage  que  pr^sente  leur 
introduction.  C'est  toutefois  par  des  operations  arithm&tiques 
ex^cut^es  sur  les  entiers  a,  6,  c,  d  qu'on  obtient  ces  nombres  X,  [Ji, 
el  il  serait  ^videmment  tr&s  int^ressant  d'avoir  1'expression  expli- 
cite,  au  moyen  de  ces  nombres  et  des  donn^es,  des  polynomes  en 
2r(v  |  T),  expression  dont  nous  venons  d'etablir  Texistence.  C'est, 
toutefois,  un  probleme  que  nous  n'aborderons  pas  ici  (*  ). 


IX.  —  Sur  un  th£or6me  de  M.  Hermite. 
Relations  entre  les  fonctions  S\  Th6or6mes  d'addition. 

272.  C'est  a  la  thdorie  des  fonctions  d  que  nous  avons  rattache 
la  definition  et  les  propriet^s  des  fonctions  2r.  Toutefois,  nous 
avons  vu  comment,  dans  bien  des  cas,  Jl  etait  tout  aussi  facile 
d'&ablir  ces  propriet^s  en  partant  de  1'expression  m^me  de  ces 
fonctions  et,  en  particulier,  de  celle  de  la  fonction 

^  f   u   \      ^    S!i!L'n.+  ii2L'n 
3r     -     =  \  e  <*>  ^ 


qui  est  tr^s  simple. 

M  .  Hermile  a  montr£  comment  on  pouvait  prendre  pour  point 
de  depart  des  series  analogues  a  celle  qui  pr^c&de  pour  engendrer 
des  fonctions  plus  gen^rales,  en  un  certain  sens,  que  les  fonc- 
tions 3,  qui  toutefois,  au  moins  dans  le  cas  que  nous  consid^rons 
sp^cialement  dans  ce  paragraphe,  ne  sont  pas  autre  chose  que 


(*)  Dans  un  M6moire  ins£r£  au  Tome  XLIII  des  Mathemalische  Annalen, 
M.  Krazer  a  r&olu  cette  question  et  m^me  une  question  plus  ge'ne'rale.  La  me*- 
thode  suivie  par  M.  Krazer,  ou  interviennent  les  series  trigonome'triques  et  ces 
jommes  de  Gauss  qui  avaient  d£ja  permis  a  M.  Hermite  de  trailer  le  cas  de  la 
transformation  line*aire,  n'est  pas  de  nature  a  6tre  d^veloppde  ici  :  nous  nous 
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des  combinaisons  tr£s  simples  de  fonctions  exponentielles  et  de 
fonctions  S  prises  avec  des  arguments  convenables.  L'illustre  au- 
teur  a  en  outre  ^tabli,  relativement  &  ces  fonctions  ainsi  form^es, 
une  proposition  trfes  importante  qui  peut  servir  de  principe  dans 


contenterons  d'indiquer  les  notations  dont  se  sert  M.  Krazer  (notations  qui  sont 
aussi  cclles  employees  par  MM.   Prym  et  Krazer  dans  leur  Ouvrage  :  Neue 
Grundlagen  einer  T/ieorie  der  allgemeinen   TMtafunctionen),  et  la  nature 
du  proble"me  qu'il  traite. 
II  de'signe  par  le  symbole 


•[I]'- 


la  somrae  de  la  se*rie 


oil  m  prend  toutes  les  valeurs  emigres;  a  cst  la  me"  me  quantite  que  nous  de*si- 
gnons  par  TTTI;  u  est  la  variable  que  nous  designons  par  PICI;  #,  h  sont  des  con- 
stantes  reelles  quelconques.  Pour  nous  rapprocher  dc  nos  notations,  nous  consi- 
dererons,  en  lui  donnant  le  sens  precedemment  deTmi,  le  symbole 

<«"»•>„,; 

en  attribuant  a  g  et  &  A,  dans  ce  symbole,  les  valeurs  o,  o;  o,  -  ;  ->  o;  -  ,  -, 


on 


trouve  les  quatre  fonctions  53(y  |^)»  5.M  T)J  &,(^  I  T)'  «&i  (  v  \  T)- 

Ceci  pose,  en  de'signant  par  a,  b,  c,  d  des  nombres  entiers  dont  le  determinant 
ad  —  be  est  positif,  et  en  posant 


_  c  H-  dt 

T  —  • 


y      i^i.  j  j. 

a  -\-  b  T  a  4 

on  peut  exprimer  la  fonction 

r#i       .. 

&  (V>Kl)vKl 

L/d 

au  nioyen  d'un  nombre  fini  de  fonctions 


La  me'thode   suivie  par  M.  Krazer  consiste   a   decomposer  la  transformation 

/c  H-aT\  en  transformations  de  types  d^termin^s  a  coefficients  rationnels,  et  a 

\a-\-bt] 

etablir  la  formule  de  transformation  pour  ces  transformations  parliculieres.  En 

combinant  ces  formules,  il  parvient  a  la  formule  g^nerale,  qui  appartient  bicn  au 

type  que  nous  avons  de'crit  dans  le  texte;  mais  cette  formule,  d'ailleurs  assez 

complique'e,  est  explicite,  et  n'implique  pas  un  calcul  •arithme'tique  auxiliairc 

com  me  celui  des  nombres  \  pi. 
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la  th6orie  des  fonctions  doublement  periodiques ;  nous  allons 
donner,  d'apres  lui,  quelques  indications  sur  ce  sujet. 

273.  Soil  h  un  entier  positif  et  consid^rons  la  fonction  <£(  w) 
ddfinie  par  l^galite" 

(LVi)  4>(w)  =  V  AnqTe*niw=\  kni^n**~<»>  "      . 


ou  les  Atf  sont  des  constantes  qui  se  reproduisent  periodiquement 
de  h  en  h.  Puisque  la  valeur  absolue  de  q  est  plus  petite  que  i ,  il 
est  clair  que  la  se*rie  qui  figure  dans  le  second  membre  est  absolu- 
ment  convergente  et  definit  une  fonction  transcendante  entiere  de 
la  variable  u\  cette  fonction  admet  manifestement  la  pe>iode  2  to, . 
D'ailleurs,  en  decomposant  en  carres  1'exposant  de  e  regard^ 
comme  un  trinome  du  second  degre  en  n,  on  obtient 


TtlU 

n  = 


d'ou  Ton  conclut 

hltiu* -7Tt(i)8  /  hit  y 

^,0),   \n~*~iu>J    . 


Si  Ton  change  u  en  M  4-  2o>3?  le  second  membre  ne  change  evi- 
demment  pas?  a  cause  de  1'hjpothese 


il  en  r^sulte  que  le  premier  membre  admet  la  periode  2o3,  et 
1'on  en  conclut  imm&iiatement 


hni 

---  (U 


G'est  la  une  proprie'te'  analogue  a  Tune  de  celles  qui  ont  et6  6ta- 
blies  pour  les  fonctions  3. 

274.  Le  th^oreme  de  M.  Hermite  consiste  en  ce  que  la  fonction 
*(w),  form^e  comme  on  vient  de  Texpliquer,  est  la  fonction 
transcendante  entiere  la  plus  g£n6rale  qui  jouisse  des  deux  pro- 
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price's 


(u  •+•  20)3)  =  e     Wl  $(#). 

Conside*rons,  en  eflet,  une  fonction  transcendante  entiere  <f> 
qui  jouisse  de  ces  proprietds.  Puisqu'elle  admet  aWj  pour 
riode,  c'est  une  fonction  univoque  de 


IfKl 

x=e~^\ 


car  cette  derniere  Equation  fait  correspondre  a  chaque  valeur  de  x 
une  infinite  de  valeurs  de  it  en  progression  arithme'tique  de  rai- 
son  Qto4  pour  lesquelles  la  fonction  $(M)  doit  reprendre  la  meme 
valeur;  en  d'autres  termes,  la  fonction 


n'a  qu'une  seule  valeur,  quelle  que  soit  la  determination  choisie 
pourloga?;  d'ailleurs  aux  environs  de  toute  valeur  x,  diffe'rente 
de  zero,  1'une  quelconque  des  determinations  de  la  fonction  log# 
est  reguliere;  il  en  est  done  de  me*me  de  la  fonction  de  x  pre*ce*- 
demment  d^Gnie,  puisque  &(u)  est,  par  hypothese,  une  fonction 
(transcendante)  entiere.  Mais  alors,  en  vertu  du  th^oreme  du 
commandant  Laurent,  cette  fonction  de  x  pent  etre  mise  sous  la 
forme 


les  quantite*s  A.n  dtant  des  coefficients  inddpendants  de  x.  En  mo- 
difiant  un  peu  ces  coefficients,  on  peut  done  ecrire 


w*(081Ti       nu  "K  i 

~ 


_  ^M>  TC  *    «^  fa)87lf  /  hu  \  » 

=  e    *w,w8  V  Awe"Aw»  \      sa)»/  , 

n 

et,  puisque  la  fonction 


doit,  par  hypothese,  admettre  la  pe>iode  2to3,  il  doit  en  fetre  de 
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m£me  de  la  fonction 

Wtlti  f  hu  \» 


on  en  conclut,  en  changeant  u  en  u  +  2to3  el  n  en  n  —  A, 

w-,  y«TC<V       ,      A//   V         w^  "**'*'  (n    I    .^"-V 

V  Ane^i  r  •*"««,;  =j?  A,,-/^^  v  +  2o>j 


n 
OU 


or  le  d^veloppement,  suivant  les  puissances  enti&res  positives  et 
negatives  de  a?,  d'une  fonction  univoque  de  x,  reguli^re  aux  envi- 
rons de  chaque  point  x,  sauf  le  point  x  =  o,  ne  peut  £lre  effectu^ 
que  d'une  seule  fagon;  on  a  done 

_  \ 

n  —  A/i—  h  > 

c'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 
27S.  Le  role  des  fonctions 


dans  la  th^orie  des  fonctions  doublement  pdriodiques,  r^sulte  de 
la  remarque  suivante  :  Une  telle  fonction,  outre  les  donn^es  o)|, 
(os,  A,  contient  h  constantes  arbitrages  A0,  Ai?  .  .  .  ,  A^_<.  Con- 
sid^rons  une  autre  fonction  W(#)  form^e  de  la  m6me  mani&re 
avec  d'autres  constantes  B0,  B<,  .  .  .,  BA_^  ;  on  voit  de  suite,  en 
se  reportant  aux  propri^s  fondamen  tales  de  la  fonction  O,  que 

1'expression 

4>(  u  —  a) 
W(u—  "a)' 

ou  a  d^signe  encore  une  constante  arbitraire,  admet  les  deux  p£- 
riodes  2a)«,  20)3.  Voici  done  une  mani&re  de  former,  par  le  quo- 
tient de  deux  fonctions  transcendantes  entires,  une  fonction  dou- 
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blement  pe*riodique,  contenant  zh  constaates  arbitrages,  savoir  : 


On  verra  plus  tard  que  c'est  Pexpression  la  plus  ge"n£rale  des 
fonctions  doublement  peViodiques  univoques  n'admettant  pas 
d'autre  singularity  que  des  p61es  et  ayant  h  p61es  dans  le  parall^lo- 
gramme  des  p^riodes. 

276.  Revenons  a  la  fonction  *(w).  On  peut,  en  r^unissant 
dans  la  s^rie  qui  la  definit  les  termes  qui  ont  un  m^me  coeffi- 
cient, Texprimer  comme  il  suit 


en  posant 

•^       (" ;  "*"  ;')       (nh  4-  /•)  ^-' 

3>,.(u)^24<i  h    e      w 

n 

tonTT/r     .          .      (nli  •+•  r)  hu  ~\ 

— x%To>r  L(/I  * +  "*     w^  '  J 

71 

__   p       4.(OiW^      ^^     p  /i  to7"   \  2D>3/ 

71 

Dans  ces  formules,  /•  est  Tun  quelconque  des  nombres  o,  i, 
2,  .  .  . ,  h  —  i  ;  on  peut  me'me  lui  donner  telle  valeur  entiere  que 
Ton  voudra,  pourvu  que  Ton  convienne  que  le  symbole  Qr(u)  re- 
pr^sente  toujours  la  meine  fonction  quand  on  remplace  le  norabre 
entier  r  par  un  autre  qui  lui  soil  congru  suivant  le  module  h. 

Sur  la  premiere  definition  de  la  fonction  4>r(w),  on  voit  imm6- 
diatement  que  Ton  a 


Sur  la  derniere,  au  contraire,  en  de*signant  par  s  un  entier  quel- 
conque et  en  remplagant  u'  par  w  +  s^~>  on  aper^oit  de  suite 
la  propri^td  qu'exprime  l^galitd 


A  TCI  _   t        -     .  v       h  ui    / 

--~  \  e^w,  \u 
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on 


Si  Ton  prend  en  particulier  r  =  o,  el  que  Ton  derive  ensuite  /• 
au  lieu  de  s,  on  a 


on  a  d'ailleurs 


et,  par  suite, 

i! 
(LV8)  *r(w)  =  ^  6JrPir/3r3(^  H-  T-T  |  /JT). 

Remarquons  en  passant  que,  puisque  Ton  connait  les  zeros  dc 
la  fonction  2r3,  on  a  parcela  m£me  les  zeros  de  la  fonction  $r(u). 

277.  De  ce  que  4>  (w)  est  la  fonction  la  plus  generate  vdrifiant 
les  Equations  (LV2)  on  dednit,  en  Ire  autres  consequences, 
en  remarquant  que,  pour  h  =  i  ,  on  a 


ou  A0  est  line  constante  arbitraire,  que  A033(p)  est  la  fonction 
enti^re  la  plus  g^nerale  f(v)  qui  v^rifie  les  deux  Equations  fonc- 
tionnelles 


et  cette  proprie'te  peut  servir  de  definition  a  la  fonction  2r3(p)  si 
Ton  y  joint  la  valeur  de  S8  (o). 

278.  Nous  allons   maintenant,    en    Tappliquant    a    quelques 
exemples,  montrer  la  port£e  du  the^or^me  de  M.  Hermite. 

Consid^rons  d'abord  les-  carr^s  des  auatre  fonctions  2r  (  -  )• 

^  Vacoi/ 

En  d^signant  par  *£(#)  1'un  quelconque  de  ces  carrds  et  en  se 
reportant  aux  formules  (XXXIV3j5),   on  voit  de  suite  que  la 
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fonction  *  (w)  jouit  des  propri^tds 


_ 


Ces  equations  ne  sont  aulres  que  les  Equations  fonctionnelles 
fondamentales  dans  le  cas  de  h  =  2.  II  r^sulte  de  la  que  les  quatre 
fonctions  S2(^)  sont,  d'apres  le  th^or^me  de  M.  Hermite,  des 
fonctions  lineaires  des  deux  fonctions  $o(w)j  $<(#)•  Or,  deux 
de  ces  equations  lineaires  qui  expriment  2r;  (p),  Sr-(^),  Sjj(v), 
&*(v)  lineairement  en  <f>0,  <!>,  peuvent  £tre  resolues  par  rapport 
a  <E>0,  ${  ;  car  autrement  il  faudrait  que  les  carres  des  fonctions  SF 
correspondantes  fussent  dans  un  rapport  constant,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  ces  fonctions  n'ont  pas  les  memes  z^ros.  En 
porlant  les  valetirs  trotivees  pour  O0,  4)^  dans  les  equations  qui 
n'ont  pas  ete  utilises,  on  voit  que  les  carres  de  deux  quelcoo- 
ques  des  fonctions  2r  doivent  pouvoir  s'exprimer  lineairement  au 
moyei)  des  carres  des  deux  autres  fonctions  3.  On  doit  done  avoir 
des  relations  telles  que 


ou  A,  A7,  B,  B'  sont  des  constantes  que  Ton  d^terminera  en 
faisarit  successivement  c'  =  o,  r  —  — -;  on  obtiendra  ainsi,  en 
lenant  cornpte  des  formules  (XXX1V8,  XXXVI1<_2), 

B  =  ?il^=X,        B'  = 


\       —  \  *  /        __.    >JL__7      /,' 


A'  = 
On  a  done 


LVn  «= 

0  )&l(«')= 


1  58  CALCUL  DIFFfiRENTIEL. 

En  posant,  dans  la  derni&re  relation,  v  =  £  et  faisant   usage 
des  formules  (XXXIV4),  On  trouve 


et  Ton  obtiept  ainsi  une  seconde  demonstration  des  e*galit£s 


Au  surplus,  les  relations  si  simples  que  nous  venons  de  de"duire 
du  th.e"oreme  de  M.  Hermite  ne  different  pas,  an  fond,  des  rela- 

tions 

tfj  u  —  <f$  u  =  (  ep  —  <?a)  tf2  u, 

ainsi  qu'il  rdsulte  des  formules  de  passage  des  fonctions  a1  aux 
f  one  lions  3. 

Observons  aussi  qu'en  faisant  usage  des  relations  (LVIt),  on 
transforme  aise'ment  1'une  dans  Fan  Ire  les  trois  expressions  don- 
n^es  au  n°  260  pour  chacune  des  fonctions  3(/w  /?T)au  moyen 
des  fonctions  3(^  |  T). 

279.  Nous  avons  dit  plus  haul  que  les  carres  des  fonctions  £? 
s'expriment  lin^airement  au  moyen  des  fonctions 


Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  determiner  les  coefficients 
et  de  parvenir  par  cette  nouvelle  voie  aux  formules  (XLVII3)  qui 
expriment  2r3(2^|2T),  2r2(2c|2T)  au  moyen  des  carres  des 
fonctions  3(^). 

Par  le  mfime  precede  on  reconnaitra  encore   que    les  quatre 

fonctions 

(<>  —  c), 


ou  c  est  une  constante,  sont  des  fonctions  iine*aires  des  car- 
res  de  deux  quelconques  des  fonctions  2r(p).  Les  constantes  se 
d^lermineront  corame  tout  4  1'heure  et  Ton  obtiendra  ainsi  des 
formules  qui  ne  different  pas,  au  fond,  des  relations  (XV|_3) 
entre  les  fonctions  d.  Parmi  ces  formules,  nous  nous  contenterons 
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dMcrire  les  suivantes  : 


^  '    \    G»o  /  _  \  ^    /   .    .       \  Ci.    /  \ 

P-C)         = 

).  II  convient  de  joindre  ik  ces  relations  des  relations  ana- 
logues, mais  ou  figurent  des  fonctions  3  avec  des  indices  diffe'- 
rents.  On  pourra  les  obtenir  par  une  voie  analogue,  si  Ton  observe 
que  Tanalyse  du  11°  274  permet  de  trouver  les  fonctions  transcen- 
dantes  entieres  les  plus  ge'ne'rales  qui  satisfont  aux  Equations 
fonctionnelles 


h  7T  i  . 


ou  les  symboles  e,  e'  designent  soit  -h  i,  soit  —  i.  Dans  chacun 
des  quatre  cas  possibles,  comme  dans  le  cas  e  =  i,  e'=i,  les 
fonctions  cherchees  se  composent  lineairement  avec  h  fonctions 
transcendantes  entieres  parfai»ementd6terminees.  Cette  remarque 
stiffit,  pour  le  probleme  qui  nous  occupe,  a  prouver  1'existence 
cle  relations  de  la  forme 


ou  X,  [x,  v,  p  sont  les  nombres  i,  2,  3,  4?  range's  dans  un  certain 
ordre,  et  ou  A,  B,  A7,  B'  sont  des  quantite*s  independantes  de  t', 
qu'on  determine  en  supposant  v  =  o,  -,  -•  Le  lecteur  pourra 

appliquer  celte  m^thode,  ou  encore  de'duire  les  resultats  des  for- 
mules  (XV4)  et  (XV5)  en  passant  des  rf  an  Sr;  nous  nous  conten- 
terons  de  transcrire  les  re'sultats. 
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3r,(o) 


(LVI*) 


281.  An  .reste,  toutes  ces  relations,  que  nous  avons  tenu  a 
e*crire,  a  cause  de  1'usage  qu'on  peut  avoir  a  en  faire,  sont  des  cas 
particuliers  d'une  ideniite*  ge'ne'rale,  de  m€me  que  les  relations 
e'quivalentes  entre  les  fonctions  d  (XV<_5)  sont  des  consequences 
deFidentit6(VII2),  ^tablie  an  n°  96.  Pourde*duire  de  celte  identit^ 
I'ldentite*  correspondante  entre  les  fonctions  S,  il  suffira  de  rem- 
placer  la  fonction  rf  par  son  expression  au  moyen  de  la  fonction 
2r«  et  de  remarquer  que  Ton  a 


On  obtieridra  a  in  si  la  relation 


(  u  4-  a)*  +  (  u  —  a)*4-  (b  +  c)«+  (b  -  c)2 
=  (M  -h  6)*-+-  (  w  -  6)2  -+-  (c  -+-  a)2  H-  (c  —  a)2 
=  (u  -h  c)2-4-  (M  —  c)2  4-  (a  -h  £)2-t-(a  —  6)2  =  2  (a2  -4- 


—  c) 
— a) 


ou  il  est  a  peine  utile  de  pre'venir  que  les  quantite's  a,  ft,  c  repre*- 
senlent  celles  que  Ton  de*signait  de  cette  fa^on  dans  le  n°  96,  divi- 
se*es.par  2(o4. 

282.  De  cette  identite",  on  en  de*duit  plusieurs  autres  analogues, 
soil  en  augmentant  Tune  ou  Tautre  des  quantit^s  u,  a,  b,  c  de 

|  f  J    -J~    f£ 

a'   a'  '   ou  en  attr^uant  quelque  valeur  particuliere'a  ces 

-variables.  Nous  ne  voulons  pas  ici  faire  cette  e*tude,  que  Ton 
trouvera  tout  au  long  dans  la  Theorie  des  fonctions  elliptiques 
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de  Briot  et  Bouquet  (*);  nous  nous  bornerons  aux  remarques  sui- 
vantes,  tiroes,  pour  la  plupart,  <f  un  beau  M^moire  de  Kronecker 
sur  le  in£me  sujet  (2). 

Remplac.ons  les  leltres  <%  w,  6,  c  par  a,  6,  c,  rf  et  posons  en 
pour  p  =  i,  2,  3,  4, 


-  c)  2rp(d 

c)^p(6  —  c), 


ou  les  trois  expressions  T,  T',  T"  se  d^duisent  les  unes  des  autres 
par  permutation  circulaire  des  leltres  6,  c,  d. 
L'identit^  fondamentale  (LVII3)  pourra  s'e*erire 


Observons  que?  par  les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  a,  6, 
c,  rf,  les  quanlites  Tp,  Tp,  Tp  se  reproduisent,  rangees  dans  un 
ordre  quelconque,  si  p  n'est  pas  dgal  a  i,  et  que  les  quantil^s  T4, 
T'n  T*  sont  remplac^es  par  une  de  leurs  permutations  circulaires 
ou  par  une  des  permutations  circulaires  des  quantites  —  T<, 

rp//  rin/ 

1?  »"  4 

On  voit,  en  particulier,  que  Pidentit^  fondamentale 


se  reproduit  pour  toutes  les  permutations   des  quatre  lettres  a, 
6,  c,  rf. 

Si  main  tenant   on  ajoute  aux:  quantites  a,  c,   successivement 


I  -+-  T       T 

?  -  9  on  trouve 


(LVii,) 


Sans  nous  arreter  aux  equations  que  Ton  peut  d^duire  de  celles-U 
par  les  permutations  des  lettres  at  b7  c,  rf,  observons  qu'on  en 


(f)  Deuxi6me  Edition,  liv.  VII,  p.  4^6  et  suiv. 
(a)  Journal  de  Crelle*  t.  102,  p.  a6o. 
T.  €t  M.  -  It* 
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tire,  en  ajoutant 

(LVII4) 


d'oi,  en  permutant  circulairement  6,  c,  rf, 


283.  Ces  identitSs  ont  <$l<5  donn<5es  par  Jacob!  sous  uae  forme  a 
peine  diflferente.  Gonsid6rons,  par  exemple,  la  relation 


Si  Ton  pose 

a-4-&  =  «>,        a  —  b~x, 
on  voit  de  suite  que  cette  identic  peut  s'^crire 


«n  regardant  les  variables  #,7,  5,  cv,  a?'1,  y,  5',  wf  comme  li^es 
«ntre  elles  par  les  syst&mes  Equivalents  d'^quations 


i 

x  =  — 
2 


'  —  J  / 
^  =  -(«P  — 


284.  C'esl  d'ailleurs  par  une  voie  tout  autre  que  Jacobi  par- 
vient  &  cette  identit^  :  cette  voie  est  directe;  elle  consiste  a  effec- 
tuerla  multiplication  des  series  qui  repr^sentent  S2(^)j  ^2(^)5 
SaCr),  &a(*)i  S3(w),  ....  Outre  son  int<5r£t  propre,  elle  offre  un 
grand  int^r^t  tk^orique;  elle  ^quivaut,  en  efiet,  4  un*principe  dans 
la  th^orie  qui  nous  occupe.  Le  lecteur  n'aura  aucune  peine  k  recon- 
naitre  que  de  cette  identitg  et  de  celle  qu'on  en  d6duit  en^ajou- 

tanl  i  une  ou  piusieurs  des  variables  i,  T,  i  +  T,  ~>  ->  -^"»  on 


LES  FONCTIONS  ST.  /         i63 

peut  tirer  tr6s  facilement  les  relations  entre  les  carr^s  "des  fonc- 
tions Sr,  ou  entre  les  produits  de  deux  fonctions  3  avec  les  argu- 
ments x  -hy,  x  — y,  qui  ont  6t&  obtenues  dans  ce  paragraphe  au 
moyen  du  thdor£me  de  M.  Hermite;  en  sorte  que  Fidentit^  de 
Jacobi  peut,  comme  1'auteur  Pa  montrd  Iui-m6me  (*),  servir  de 
fondement  a  une  thdorie  des  fonctions  elliptiques.  Kronecker, 
dans  le  Memoire  pr^cddemment  cite,  a  amen^  1' analyse  de  Jacobi 
&  un  haut  degrdd' elegance  et  de  g^n^ralit^,  nous  ne  la  repro- 
duirons  cependant  pas.  Nous  donnerons  de  preference,  pour 
initier  le  lecteur  &  ce  genre  de  speculations,  la  demonstration 
d'une  belle  formule  qu'on  doit  a  Schroter,  formule  dont  un  cas 
particulier  nous  conduira  facilement  a  Pidentite  de  Jacobi  et  dont 
nous  aurons  d'ailleurs  &  tirer  parti  plus  tard,  pour  la  formation 
des  Equations  modulaires.  La  formule  de  Schroter  pourrait  £tre 
etablie  autrement  que  nous  n'allons  faire  (2);  le  th^oreme  de 
M.  Hermite,  qui  a  fait  le  premier  objet  de  ce  paragraphe,  offri- 
rait,  en  particulier,  un  chemin  pour  y  parvenir, 

285.  D^signons  par  a,  (3  des  nombres  entiers  positifs  et  envisa- 
geons  le  produit  des  deux  fonctions  38(ar|  aT),  St(y\  PT). 

En  se  reportant  a  1'expression  (XXXI13)  de  2r3(p|T),  on  voit 
que  ce  produit  peut  6tre  mis  sous  la  forme 

3"  (     I      }%  (      IS   ^  —  "V     aaVSv^   a  ( 
u.  v 

ou  le  second  membre  est  une  s^rie  a  double  entree,  absolument 
convergente,  dont  les  termes  peuvent  etre  group^s  comme  Ton 


( * )  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  aus  den  Eigenschaften  der  TMta- 
funct ionen  abgeleitet  (QEuvres,  t.  I,  p.  499)- 

(»)  M.  Herstowski  (Math.  Annalen,  t,  XI,  p,  1-29)  parnent  i  cette  formule, 
ainsi  qu'A  d'autres  relations  que  nous  rencontrerons  plus  tard,  en  effectuant  la 
multiplication  des  produits  infinis  qui  repr^sentent  les  fonctions  Sr. 

Sauf  quelques  modifications  sans  importance,  nous  reproduisons  ici  (n°*  285- 286) 
1'analyse  de  Schroter  d'apres  Enneper  (Elliptische  Functionen :  Theorie  und  Ges- 
chichte,  ae  6dit.).  Puisque  nous  avons  1'occasion  de  citer  cet  Ouvrage,  excellent 
&  bien  des  e*gards,  il  convient  de  signaler  au  lecteur,  en  particulier,  la  richesse 
des  renseignements  historiques  et  bibliographiques  qu'il  pourra  y  puiser. 
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veut.  Nous  supposerons  d'abord  qu'on  efiectue  la  somme 


on  aura  ensuite  &  effectuerla  somme 

{ 

II  est  clair  que,  p  restant  fixe,  lorsque  v  prend  toutes  les  va- 
leurs  entires  de  —  oo  a  4-  oo,  il  en  est  de  m£me  de  v  —  |x  et  in- 
versement.  On  peut  done  remplacer,  dans  Texpression  de  A^, 
v  par  pi  -f-  p,  et  faire  prendre  a  p,  comme  &  v,  toutes  les  valeurs 
entires  de  —  oo  £  -4-  oo.  D'un  autre  c6t6,  si  Ton  d£signe  par  s  un 
nombre  entier  quelconque,  et  par  r  un  des  nombres  o,  i,  2,  .  .  ., 
a  +  J3  —  i  ,  il  est  clair  qu'un  nombre  entier  p  peut,  et  d'une  seule 
fagon,  £tre  mis  sous  la  forme 


R^ciproquement,  quand  on  donne  ^  s  toutes  les  valeurs  entieres 
de  —  oo  a  +  oo,  et  a  r  toutes  les  valeurs  o,  i  ,  2,  .  .  .  ,  a  -f-  (3  —  i  , 
Texpression  (a-h^)5-hr  repr^sente  successivement,  et  chacun 
une  fois  seulement,  les  differents  nombres  entiers  de  —  oo  a  +  oo. 
On  peut  done,  finalement,  remplacer,  dans  A^,  Tindice  v  par 


et  donner  ensuite  a  s  les  valeurs  entires  de  —  oo  a  -h  oo;  a  r  les 
valeurs  enti&res  de  o  a  a  -f-  [3  —  t  . 

Par  cette  substitution,  on  trouve,  apr£s  des  reductions  imme- 
diates, 


Si  done,  dans  Ajt,  on  groupe  les  lermes  oh  r  est  le  m£me,  et  si 
Ton  remarque  que  dans  tous  ces  termes  on  peut  mettre  en  facteur 
q$r*  et  e**1*™,  on  voit  que  Ton  peut  ^crire 
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ou  Ton  a  pos£,  pour  abr^ger, 

$=•+•00 


CM  6tant  le  produit  de 

q( 
par 


Le  produit  des  deux  fonctions  2r3(#|aT),  ^(.yl  fa)  peut  done 
etre  mis  sous  la  forme 


fJL^r  —  OD  /'=:0  p--  — » 

OU 


J  =  —  ao    [JL  =  —  oo 


S^parons,  dans  Texpression  de  C^,,  les  facteurs  qui  ne  d^pen- 
dent  que  de  p.  +  fts  et  ceux  qui  dependent  de  s  seul;  nous  aurons 


-pj)eVrc(^^ 


En    tenant   compte    de    cette    dernidre    forme    pour  dvaluer 

|I=H-« 

N    G^  et  en  observant  que,  5  restant  fixe  et  JJL  prenant  toutes 

|JL=—  cc 

les  valeurs  entires  de  —  oo  a  +  oo,  V  =  JJL  4-  $s  prend  aussi  toutes 

| 

les  valeurs  enti^res  de  —  oo  a  H-OO,  on  voit  que  la  somme 

l 
est  le  produit  de 

^a 
par 

5'=-+-  oo 

'V 

5=—  oo 

or  cette  derni6re  somme  n'est  autre  chose  que 
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on  a  done, 

(&=>+-•»  *=4-oo    (JL=4 
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=  &8  [a?  -hr- 


-  P)  T]  x 


et,  par  suite,  enfin 


x 


(LVIIIi) 


X  2r3[^  -  ajK  4-  rajk  |  a^  (a  -+•  P)T), 

la  derni^re  egalit^  ayant  lieu  en  vertu  de  ce  que  le  premier 
membre  ne  change  pas  quand  on  change  a  en  (3  et  x  en  y,  simul- 
tan^ment.  C'est  la  formule  annoncee. 

286.   Pour  a  =  i  ,  (3=i,  1'egalile*  pr^c^dente,  en  tenant  compte 
des  formules  (XXXI  V0),  devient 


avni 


^?  on  ob- 


En  changeant  dans  cette  formule  #,  y  en  x  -f-  -? 
tient  encore 


(IVIII 


Observons  en  passant  que,  en  faisant  x  =y,  on  retrouve  deux 
des  formules  relatives  4  la  transformation  de  Landen. 

Ce  sont  les  formules  (LVIIIi-is)  qui  vont  nous  conduire  &  I'i- 
dentite'  de  Jacobi.  Si  Ton  d£signe  par  X,  y,  z,  w  quatre  variables 
ind^pendantes,  on  en  d^duit,  en  appliquant  ces  formules  d'une 
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part  aux  variables  x,  y,  d'autre  part  aux  variables  5,  <v,  et  en  for- 
mant  la  fonction 


que  celte  fonction  s'exprime  tres  simplement  au  moven  des  quatre 
quantity's 

\  21)  -4-  3r2(#  -*-y  \  2T)52(,z  -+-  w  \  ^T), 
|  ax)  -H  2r,'(ar  —  >  |  2t)3r2(^  -  w  |  2t), 


-  W  I  2T). 

Apr^s  une  transformation  alg^brique  facile,  on  voit  qu'elle  est 
egale  au  produit  des  deux  premieres  augment^  du  produit  des 
deux  dernieres.  Mais,  en  vertu  des  Equations  (LVIH2-.3)  elles- 
m^mes,  les  quatre  quantity's  que  nous  venons  d^crire  sont  res- 
pectivement  e*gales  a 


—  X 


2 

y  —  z  —  «r 


On  obtient  done  bien  ainsi  Fidentit6  de  Jacobi. 
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CHAPITRE  IV. 

LES  QUOTIENTS  DES  FONCTIONS  of  ET  DES  FONGTIONS 


I.  —  Les  fonctions  £. 

287.  II  convient  souvent,  dans  diverses  questions,  d'inlroduire 
les  quotients  que  Ton  peut  former  au  moyen  de  deux  fonctions  a1 
portant  sur  la  me'ine  variable  et  les  me'mes  peYiodes ;  les  quatre 
fonctions  rf#,  rf<  w,  rf2M,  ^3w  engendrent  ainsi  douze  fonctions. 
Nous  poserons,  en  conservant  les  me'mes  conventions  qu'au  n°  112 
relatives  aux  indices  a,  (3,  y, 


(LIXt) 


Nous  sous-entendrons  la  variable  u  quand  il  n'y  aura  aucune 
ambiguity  a  craindre;  ainsi  nous  e*crirons  Sao,  £oa,  5pY  au  lieu  de 
Sao"?  5oa^,  $prw.  Au  contraire,  quand  il  y  aura  lieu  de  rappeler 
les  nombres  co4,  w3  qui  servent  a  construire  les  fonctions  tf  et, 
par  suite,  les  fonctions  £,  nous  e*crirons 


?ao(w|  w^cua),     Joa(w  |  w,,  to3),     £pY(a  |  wlf  a>3), 
ou  bien 


si  c'est  sur  les  invariants  gifg*  qu'on  veut  attirer  1'attention. 
288.  Les  fonctions  5  sont  des  fonctions  univoques  de  u\  celles 
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qui  ne  contiennent  pas  d'indice  o  sont  paires,  les  autres  sont 
impaires.  Elles  n'admettenl  pas  d'autres  singularite's  que  des  p6les, 
tous  simples;  ces  p61es  sont  les  nombres  congrus  4  o,  modulis 
2tO|,  2W3,  si  le  second  indice  est  o,  a  <oa  si  le  second  indice  est  a. 
Les  zeros  de  ces  fonctions  sont  congrus  &  o  ou  a  coa,  selon  que  le 
premier  indice  est  o  on  a;  ce  sont  tous  des  zdros  simples. 

D'apres  leur  definition,  les  fonctions  £  sont  des  fonctions  alge*- 
briques  de  la  seule  fonction  JDM;  elles  sont  done  toutes  des  fonc- 
tions alge*briques  de  Tune  quelconque  d'entre  elles,  tandis  que 
leurs  carres  sont  des  fonctions  rationnelles  du  carre*  de  Tune 
quelconque  d'entre  elles.  D'ailleurs  les  relations  algebriques  qui 
les  lient  sont  manifestes ;  il  suffit  de  les  ecrire 


(LIX) 


d'ou 


(LIX) 


(2) 

(3) 


1 

)  (5) 


=       =  ~= 


pu  = 


Notons  encore  celle-ci 


pu  —  er          l       e$—  e},       ea—  ey 

289.  II  est  trcs  aisd,  au  moyen  des  diverses  formules  (X[I2_3)? 
de  voir  quel  changement  produit  sur  les  fonctions  £a0,  $py  1'addi- 
tion  de  Tune  des  quanlites  20)a,  2(0j3,  20)y  ou  wa,  a>p,  Wy  a  Tar- 
gument  u. 

Observons  d'abord  que  Ton  a 


la  derniere  e*galite"  r^sulte  des  formules  (XIII2). 
En  particulier,  et  en  tenant  compte  des  formules  (XXXVII4._»), 


170 
on  a 
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(LX,) 


Maintenant  les  formules  (XII2_S)  donnent 

2U>a)  =        Ja0W,  £py(w-4-  2(0a) 


(LX    > 


(LX*) 


Ces  formules  montrent  que  les  fonctions  $  sont  doublement 
p^riodiques.  La  fbnclion  5iow?  Par  exemple,  admet  les  p^riodcs 
2  (o^ ,  4  W3 1  et  il  est  clair,  d'apr^s  la  nature  des  p6les  qui  sont  tous 
congrus  a  z^ro,  modulis  2co0  2o>3,  et  parce  que  2to3  n'est  mani- 
festement  pas  une  p^riode,  que  ces  p^riodes  sont  primitives.  Les 
carr£s  des  fonctions  5  sont  doublement  pdriodiques  et  admettent 
tous  20)^,  20)3  comme  couple  de  p^riodes  primitives. 

290.  II  est  facile  d'obtenir  les  Equations  diflferentielles  que 
v^rifient  les  fonctions  £,  puisque  Ton  a  liquation  qui  relie  pit 
a  p'u. 

Observons  d^abord  que  liquation  (XI3) 


peut.s'^crire  maintenant 


=  —  •  2 


=  —  2 


lors  les  relations 
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donnent  imm^diatement 


U  -  =  -  /P  w  - 


(LXI,) 


En  retnplagant  dans  la  premiere  de  ces  ^galit^s  5po>  SY°  Par 
valeurs  (LIX3)  en  fonction  de  $ao,  on  oblient 


c7est-a-dire  que  la  fonction  £ao  v^rifie  liquation  diff^rentielle 


elle  peut  done  6lre  d^finie  comme  une  fonction  univoque  de  w 
satisfaisant  a  cetle  Equation  (Jiff^rentielle  et  telle  que  la  difference 

y  --  soit  r^guliere  aux  environs  du  point  o,  et  s'annule  en  ce 

point. 

II  est  clair  que,  si  une  fonction  f(u)  satisfait  &  une  pareille 
Equation  differentielle,  ou  la  variable  u  ne  figure  pas  explicitement, 
il  en  sera  de  m6me  de  la  fonction  f(u+  C),  ou  C  est  une  con- 
stante  arbitraire  ;  les  fonctions  $ao(w  +  toa),  qao(^  +  wp)? 
£ao(#  +  wy)?  en  particulier,  devront  verifier  cette  Equation  diffd- 
rentielle,  ainsi  que  les  fonctions 


qui  leur  sont  respectivement  £gales  ;  on  en  conclut,  ou  Ton  obtient 
directement  par  un  calcul  analogue  au  precedent,  les  Equations 

(2)  ^  =  [|-*- 

(3)  ^y  =  (i- 

291.  Remarquons  encore  les  formules,  d'un  usage  frequent 


CALCUL 


dans  le  Calcul  integral,  qui  lient  les  fractions  £  aux  fonctions 


savoir  : 

(LXIII) 

d'ou 

(LXIII) 
et 


0) 


(3)  —  O  —  ««  =  («?— 

(4)  ~  Cw  —  «a=(«p— 


/P*  —  e* 


(LXHU) 


292.  Les  deux  dernieres  relations  peuvent  s'^crire  sous  une 
forme  un  peu  diff^rente,  qu'il  ne  sera  peul-6tre  pas  inutile  de  faire 
connaftre. 

Reportons-nous  aux  formules  (XXXIJI5-C) 


on  en  d^duit,  en  prenant  les  ddriv^es  logarithmiques, 
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d6s  lors  les  formules  (LXIFI5_6)  peuvent  s^crire 


en  utilisant  les  relations  (XXXVI4_B)  Writes  sous  la  forme 


on  trouve,  apres  quelques  reductions  imm^diates, 

(7)  9^1  (* 

(8)  9^+1 

C'est  la  les  formules  que  nous  avions  en  vue. 

293.  Les  formules  (XV)  nous  montrent  imme'diatement  que 
les  fonctions  £  de  u  -j-  a  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  des  fonctions  £  dew  ^tdea.  II  suffit  pour  avoir  les  formules 
qui  fournissent  ces  expressions  de  diviser  membre  a  membre  deux 
des  formules  (XV)  choisies  de  fagon  que  dans  les  premiers  mem- 
bres  figure  un  facteur  cornmun.  Ces  expressions  pourront  d'ail- 
lenrs  £tre  transformers  de  diverses  fafons,  grace  aux  relations 
qui  existent  entre  les  fonctions  £. 

Si,  par  exemple,  nous  choisissons,  d'une  part,  les  Equations 
(XV4_5)  raises  sous  la  forme 


(w  —  a) 
[^u^a^a-{- 

a'p(w-f-a)  tfy(w  —  a) 

=  ^utftatffrufaa  —  (ep~ 

et,  d'autre  part,  liquation  (XV2)  mise  sous  la  forme 


on  trouvera,  en  divisant  respectivement,  membre  a  membre,  les 
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deux  premieres  Equations  jSar  la  troisi&ne, 


,rvTVx     t0/ 

(LA1V*)       C8Y  I 

v  J    spr 

Les  formules  ont  £t£  dispos^es  de  mani^re  que  le  second  indice 
des  fonctions  qui  y  figurent  soil  toujours  y. 

294.  On  aurait  pu  utiliser  aussi  la  formule  (XV4  ) 
tf  (u  -+-  a)  tf(  w  -  a)  =  a*  w  ^a  (  g«ya  -  J02ya), 

qui,  jointe  a  la  premiere  des  Equations  dont  nous  nous  sommes 
servis,  aurait  fourni  la  relation 


en  changeant  dans  cette  formule  a  en  —  a  et  comparant  a  1'ex- 
pression  dej^i  obtenue  pour  $or(?/4-a),  on  en  conclut  1'identild 


que  le  leoteur  pourra  verifier  au  mojen  des  relations  entre  les 
carrds  des  fonctions  $. 

295.  Si,  maintenant,  dans  Texpression  (LXIV<  )  de  $0y(w  -f-  a), 
on  change  a  en  —  a  et  qu'on  effectue  le  produit 


on  trouvera,  en  verlu  de  I'ldentite*  prdcddente, 

(LXV,)  " 


Si  Ton  re*crit  la  m^me  relation  en  s'arrangeant  de  fa^on   que 
Findice  a  remplace  1'indicey,  puis  que  Ton  remplace  u  par 
on  trouvera  de  suite 
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296.  Signalons  encore  les  relations 


—  «)]  =  2£oy  M  ?ay  «  fyy  «, 

' 


(LXV 
3 

I  3t[gpY(M4-a)  —  £py(w  -  a)]  =—2(53  — 

ou 

51  =  i  —  (  ey—  ea)  (ey  —  cp)  £0*Y  M  J02ya, 

et  dont  la  deduction  est  ^vidente.  Ces  fornmles  permeltraient 
sans  peine  de  trouver  toutes  les  relations  qui  existent  entre  deux 
nombres  qui  rendent  ^gales,  ou  egales  et  de  signes  contraires, 
deux  fonctions  $  ayant  les  memes  syst^mes  d'indices. 

297.  Examinons  main  tenant,  comme  au   n°  120,  le  cas  ou  les 
nombres  o)<,  ^  sont  r^els  et  positifs. 

Si  la  variable  u  est  reelle,  toutes  les  fonctions  \  sont  r£elles;  on 
en  connait  le  signe  d'apr£s  les  resultats  du  n°  120  et  les  formules 

£ox  =  SpaSya*         5pY  =  —  («?—  ey)  5oY  $ay 

permettent  de  reconnaitreimm^diatement  si  elles  sont  croissantes 
ou  d^croissantes;  comme  d'ailleurs  on  connait  les  valeurs  qu'elles 
prennent  pour  les  multiples  de  coj  qui  sont  les  seules  valeurs 
r^elles  pour  lesquelles  les  d^riv^es  puissent  s'annuler  ou  devenir 
infinies,  on  reconnaitra  sans  aucune  difficult^  entre  quelles  limites 
les  fonctions  varient.  Par  exemple,  la  fonction  $,3  croit  de  o  a 

1        quand  a  croit  de  o  a  to^  ;  la  fortnule  (LXIII^  )  montre  que 
V/^i—  ez 
dans  cet  intervalle  on  a 


en  donnant  au  radical  le  sens  arithm^lique,  puisque  la  derivee 
doit  ^tre  positive;  on  en  conclut  qu'on  doit  avoir 


'•/ 

t/0 
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on  trouve 


et,  en  rempla?ant  dans  cette  formule  y  par  . » 

,  —      r1  <£*? 

tt)  j  y  £*i  —  63  =    I       -  - r: •'•:"     .-  5 

*- o    v(i  —  x*)(i  —  yt2j?j) 
en  donnant  a  k  la  m^me  signification  (XXXVII4)  qu'au  n°  170, 


298.  Quand  u  =  m'  est  purement  imaginaire  et  que  ;/  resle 
dans  Tinlervalle  (o,~  )>  les  fonctions  paires  Sgy(iV)  sont  reelles 
et  positives,  ainsi  que  la  fonction  impaire  T$0a(^/)>  ^es  exPr^s- 
sions  des  de'rive'es  donnent  aisemeal  le  sens  de  la  variation  ;  soit, 
par  exemple, 


on  aura 


en  d^signant  par  ^{(iu!)  ce  que  devient  ^{u  quand  on  y  rcm- 
place  u  par  i  u!\    ,—,  esL  done  positif  et  z  croit  de  o  a 


comme  on  sTen  convainc  en  se  reportant  aux  formules  (LX(  , 
Puisque  la  derive'e  de  z  est  positive,  elle  est  donn^e  par  la  for- 

mule _    ____ 

V/[  I-H  (  *,  —  e,  )  ft  (  iu'  )J  1  1  -h  (  e^^fa^)} 


les  radicaux  dtant  pris  avec  le  sens  aritlime'tique,  et  1'on  a  par 
consequent 
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ou,  en  remplagant  z  par       x 

t*>3   i __   /**  dx 

i       l  JQ    /(T^lr2)  (i  —  k'*x*) ' 

ici  encore  A'  a  le  me'nie  sens  (XXXVII5)  qu'au  n°  170,  savoir  : 


V/A:  et  y/A*'  sont  r^els,  positifs  et  plus  petits  que  i. 

Les  formules  qui  donnent,  dans  ce  cas,  wo  ~  au  moyen  de  e^ 

e2,  £3  doivent  naturellement  6tre  rapproch^es  de  celles  qui  ont 
et^  obtenues  au  n°  297. 

299.  Ajoutons  enfin  quelques  remarques  relatives  a  Thonao- 
g^neite,  que  le  Iccteur  rapprochera  de  celles  qui  ont  e*le*  faites  au 
n°  119.  Eu  reprenant  pour  un  moment  Jes  notations  de  ce  num6ro, 
c'est-a-dire  en  posant 


on  trouve  de  suite,  a  1'aide  des  formules  (XVIII2_3), 

(i)      £O«(M|  w'1}to'3)  =  X  J0a  (y    ^i>< 


(LXVI) 


(2) 
(3) 


o'jjwi)  =  ~?ao  f  |    c^,  u>3  V 


II  suit  de  la  que,  si  1'on  designe  par  cp  une  fonction  de  (!><,  ios 
qui  soit,  comme  ?ja  on  ^ea —  <?p,  homogene  par  rapport  a  o>4,  o)j 
et  du  degre*  —  i ,  les  fonctions 


co,, 


0)8 


ne  d^pendront  que  de  Targument  u  d'une  part,   du  rapport  — 
de  Tautre;  en  effet,  si  Ton  pose 


1:  Xo>3)  = 


u>8), 


T.  ct  M.  -  II. 
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300.  Trois  de  ces  fonctions, 


dont  le  r6le  a  e"t(§  et  restera  considerable  dans  la  th^orie  des 
fonctions  doublement  periodiques  et  dans  les  applications  de  cette 
th^orie,  ont  (He*  introduites  tout  d'abord  par  Jacobi,  qui  les  a 
nominees  fonctions  elliptiques  de  V  argument  u  et  du  module  k\ 
il  les  a  de'signe'es,  pour  des  raisons  que  nous  ferons  connaitre  plus 
tard,  par  les  notations 

sinam(w,  A:),     cosam(w,  A:),     Aam(w,  £). 

C'est   1'etude   de  ces  fonctions  elliptiques,  que   nous   dSsigne- 

rons  («)  par 

sn(a,  Ar),     cn(u,A:),    dn(z^,^)» 

qui  fera  1'objet  du  paragraphe  suivant. 


II.   —  Les  fonctions  sn,  en,  dn. 

301  .  Supposant  que  la  partie  retelle  du  rapport 
et  que,  par  consequent,  7)4  to3—  7i3o31  soit  ^gal  a 


soil  positive 
nous  pose- 


rons 


(LXVII) 


(i)      gn(g,  *)  =  /*!— 


(«)  La  notation  sn,  en,  dn  a  6t6  propos^e  par  Gudermann.  Elle  a  M  adoptee 
par  un  grand  nombre  d'autcurs,  en  particuiier  par  M.  Hermite,  avec  uae 
difference  sur  laquelle  nous  insistons  plus  loia  (n°  317). 
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Quand  on  ne  veut  pas  mettre  k  en  Evidence,  on  £crit  simplement 
snw,  cn«,  dnw,  au  lieu  de  sn(w,  /:),  cn(w,  £),  dn(w,A1). 

Ces  trois  fonctions  sont  homog£nes  de  degr£  zero  en  Wj,  o>8; 
elles  ne  dependent  done  (n°  299)  que  de  1'argument  u  et  du  rapport 

T  =  —  •  Ce  fait  si  important  doit  se  manifester  dans  les  relations 

alg<*briques  et  dans  les  Equations  diflferentielles  que  verifient  les 
quantit^s  snw,  cnw,  dn#,  Equations  que  Ton  d£duit  facilement 
de  celles  que  v^rifie  la  fonction  5. 


302.  En  designant  par  sn^w,  cn'w,  dn'w  les  derives  de  snw, 
,  dnw  par  rapport  ^  w,  et  par 


ce  que  deviennent  les  d^rive^es 
523;^  quand  on  y  remplace  u  par 
des  relations 


on  trouve  immediatement 


,  51,  M,    5j3«   de  508w,  $13M, 

"  —  ,  et  en  tenant  compte 

- 


,  v  ,  __      I *,  /  U 

(  2.  )       t/ll   c*  — ^_ !J  j g 


(LXVIII) 


(3)    dn'w  = 


=  —  suwdnw, 


D'ailleurs  deux  des  relations  (LIX0),  savoir 
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donnent  imm^diatement 


sn2M.         i  — 


i  —  dn2  w 


on  a  done 

(LXIX) 


I  (i) 

(  (2)     dn2 u  -4-  A2  sn2  w  =  i, 


et  Ton  voit,  a  cause  de  ces  relations  et  de  1'expression  de  la  d£- 
riv^e  de  snw,  que  suu  verifie  liquation  diflferentielle 

On  voit  aussi  que  cnw,  dnu  verifient  les  Equations  diffe*rentielles 

(LXX) 

Dans  toutes  ces  relations  ne  figure  que  Targument  u  et  la  quan- 
tit£  A:  qui  ne  depend  que  de  T,  comme  on  le  voit  sur  la  formule 
(XXXVII,). 

Nous  entendrons  toujours  par  module  et  module  complemen- 
taire  des  fonctions  elliptiques  sn(w,  A),  cn(w,  A),  dn(w,A)  les 
quantitds  A  et  A'. 

303.  Si  Ton  tient  compte  des  relations  (LIX<) 


$23  "  = 


on  voit  que  les  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn  sont  lie*es  a  la 
fonction  p  par  les  relations 


(LXVII) 


.  ......       v  V^l #3 

(4)     sn  (u  \fei-  e3,  K)  =  > 
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Les  fonctions 


sont  done  des  fonctions  rationnelles  et  line'aires  de  la  fonction  p  w, 
et  1'on  a  en  particulier 

<LXVJI7) 

.      sn* 

304.  En  vertu  de  la  definition  meme  des  fonctions  snw,  cnw, 

dnw,  on  a 

sno  =  o,         cno  =  i,         dno  =  i, 
et  par  suite 

sn'o  =  i,        cn'o  —  o,        dn'o  =  o. 

On  pent  done  definir  sn(w,/r)  commc  une  fonction  univoque 
de  u  qui  s'annule  pour  u  —  o,  dont  la  de'rivee  pour  u  =  o  est 
positive  et  qui  ve*rifie  Fequation  differentielle 


On  verra  plus  tard  que,  reciproquement,  quand  on  se  donne  /:, 
il  existe  une  fonction  univoque  sn(w,  A:)  vdrifiant  cette  equation 
differentielle  et  satisfaisant  aux  conditions  pr^cedentes;  puis  des 

quantites  u^  o)3  dont  le  rapport  seul  T—  ~   est  determine*,  le 

coefficient  de  i  dans  ce  rapport  etant  positif,  telles  enfiri  que,  en 
construisant  avec  ces  quantites  les  fonctions  rf,  $,  la  fonction 
sn(w,/:)  d^finie  par  liquation  differentielle  soit  pr^cisement 
celle  que  deifinit  de  son  c6te  liquation 


snw  —  Uei—  ( 


0)3 


305.  On  connait  les  valeurs  de  ^O3w,  S^M,  ?23^  pour  ^  =  10,, 
w  =  coa,  w  =  G)3  et  Ton  sait  ce  que  deviennent  ces  fonctions  quand 
on  augmente  u  de  o><,  o)2,  ti>3.  II  est  done  aise*  d'avoir  les  valeurs 
des  fonctions  snw,  cnw,  dnw,  pour  les  valeurs  de  u  egales  a 
o><  y/<?i  —  e3,  (O2y/ei  —  e8j  ^S^H  —  e$  et  ce  qu'elles  deviennenl 
quand  on  augmente  u  de  Tune  ou  de  1'autre  de  ces  quantites. 
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II  convient,  pour  nous  rapprocher  encore  des   notations   de 
Jacobi,  de  poser 

(LXXI)  j(l)     "W^=K- 

(  (2)    u),v/e,-e,  =  »K'; 

on  en  conclut,  &  cause  des  formules  (XXXVI4), 
(LXXI)  ((3)    K=2f*l(o|T), 

1  2 


de  sorte  que  Ton  peut  envisager  K  et  K'  comme  £tant  des  fonc- 
lions  de  T;  on  voit  d'ailleurs,  sur  ces  formules,  que  la  partie  reelle 

K'  T 

du  rapport  •=?  =  -.  est  toujours  positive  et  que  1'on  a 

(LXXI,)  g^e^K. 

Nous  n'emploierons  pas  de  notation  sp^ciale  pour 


Observons  de  suile  que,  si  to,  et  ^  sont  reels  et  positifs,  on  a 

K  _  C  __  ^|Z?____  __  K' 

J0  /0"-^^)([—  75^1)  ' 


en  donnant  aux  radicaux  le  sens  arithmetique. 

306.  Avant  d'ecrire  le  Tableau  qui  donne  les  valeurs  de  sn  u, 
cnu,  dnu  pour  les  valeurs  K,  «K/,  K  -f-  i'K.',  ou  les  formes  que 
prennent  ces  fonctions  quand  on  y  remplace  u  par  u  +  K> 


remarquons  que  les  fonctions  snw,  cn#,  dnw  peuvent6tred6finies 
au  moyen  des  fonctions  Sr;  il  suffit,  pour  cela,  de  se  reporter  aux 
formules(XXXHI5__0), 

at(— )  ,|K.  s^/JL^  ^ 

cTa  =20)1      0>/^.i     ctwT,          tfaM=  .    cv       /"-g*"''* 
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qui  donnent  imme'diatement 


1 83 


^ 

4  \20)i  /«!  —  «3  / 


en  a  = 


dna  = 


(LXXI) 


ou,   en    se    reporlant    aux    formules    (XXXVI5,    XXXVH<_2> 


(6) 


(7) 


(8)     dnw= 


307.  Ces  formules  mettent  en  Evidence  ce  fait  que  les  pfiles  des 
fonctions  snw,  cnw,  dnw,  qui  sont  tons  simples,  sont  Jes  ze*ro$  de 

la  fonction  -^  (  rj?  )  '  c'est-a-dire  les  points 


u  = 


m,  7i  ^tant  des  nombres  entiers;  on  voit  de  me'me  que  les  ze*ros 
de  sn  w,  cnw,  dnw  sont  respectivement  congrus  aux  nombres  o,  K, 
K-f-  i*K'  (modulis  aR,  2/K;).  Elles  sont  d'ailleurs  aussi  propres 
que  les  premieres  definitions  a  fournir  le  Tableau  de  formules  que 
nous  avions  en  vue,  et  qui  r6sultent  alors  des  formules  (XXXFV)  ; 
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on  parvient 

(LXXII,) 
(LXXIJ,) 

(LXXIIa) 

(LXXIIv) 
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ainsi  aux  re*sultats  suivants  : 

sn(—  M,  k)  =  —  sn(w,  A:), 
cn(—  w,  A:)  =  cn(w.  A:), 
dn(— w,A:)  =  dn(w,  k). 

sn  (u  •+•  2K)  = —  sna, 
en  (w  -h  2K)  =  —  cnu, 
\   dn(w-i-2K)—      dnw. 


(LXXII8) 


(LXXII7) 


suu, 

en  ( u  H-  2  z'K')  =  —  en  w, 
dn  (w  -4-  2tK')  =  —  dnw. 

sn  (M-f-aK  + 2z"K')  =  —  snw, 
en  (u -h  2K -+- 2tK')  —  cnw, 
—  —  dn  u. 


T.,        cnu 

K)  =  3 — , 
dn  M 


-j  —  , 
dn  u 


'-,—  • 
dn  M 


sn  (  M  H-  i*K')  —  -7-  -  , 
K  snw 

,          .T.,.  i  duu 

en  (M  -f-  iK  )  =  —  7  ----  > 

A-  sn  u 


j    /          -T.T/X  . 

dn(M-t-zK)  =  —  i  -  • 
x  snw 


-T^/N       I  dnw 

iK')=  T , 

A^  cnw 


A:  cnw' 


cnw 


II  re'sulte  de  U  que  snw,  cnw,  dnw  sont  des  fonctions  double- 
ment  p^riodiques  admettant  comme  pe*riodes  primitives  les 
nombres  4K->  2r'K/$  4^?  2K-4-2JK7;  2K,  4^K.'  respectivement. 
Les  carr^s  de  ces  fonctions  admettent  comme  p^riodes  primitives 
2K, 
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308.  En  posant  u  =  o  dans  les  formulas  pre*ce*dentes  ,   on  a 
imme"diatement 

sno  =  o,         snK  =  i,  sn(K  •+•  i'K')  =  j  >  snt'K'=oo, 

k' 

cno  =  i,         cnK  =  o,          cn(K  -t-  i'K')  =  —  I~T:> 


dno  =  i,         dnK  =  £',         dn(K-r-  j'K')  =  o,  diu'K'=oo, 

=     o,         sn(2KH-2«K')  =     o,         sn2t'K'  =     o, 


:      i,         dn(2K  +  2iK')=  —  i,         dnaiK'  =  — i. 

Ces  formules  montrent  imme"diatement  que,  dans  le  paralle*lo- 
gramme  primitif  o,  4R?  ai'R',  4R  +  ai'R',  les  ze*ros  de  la  fonc- 
tion snw  sont  o,  aK,  et  que  ses  poles  sont  iYJ,  aK-f-i'K/;  ces 
zeros  et  ces  poles  sont  simples.  Ce  fait  est  mis  en  evidence  sur 
\&fig.  i  du  Tableau  de  formules,  ou  Ton  a  note  les  valeurs  de  la 
fonction  £  — sn(w,  k)  aux  points  dont  1'affixe  u  est  mR-h/u'R', 

»  =  o,i,a,3,4\ 

i  =o,  1,2         / 

Les  yig-.  2  et  3  du  Tableau  de  formules  mettent  de  m£me  en  evi- 
dence les  deux  zeros  et  les  deftx  poles,  tous  simples,  des  fonc- 
tions  cn&,  dnu  dans  leurs  premiers  parallelogrammes  (*). 

309.  Les  formules  d'addition  r^sultent  imm^dialement  des 
formules  e*tablies  pour  les  fonctions  $.  Nous  nous  contentons  de 
les  <§crire  : 

sn  u  en  a  dna  -+•  sna  en  u  dn  u 
( i )     si  ' 

(LXXIII)       (2)     ci 

,    ,  ^       dnu  dna  —  k*  sn  u  cnu  sna  en  a 

(3)     dn(w-4-a)  =  7-5 — « 5 • 

v    '          v  '  i  —  A:2  sn2w  sn2a 


(')  Lzfig.  4  du  Tableau  de  formules  se  rapporte  a  la  fonction  p(u\  w^w,); 
elle  met  en  Evidence  le  fait  que  la  somme  des  deux  ze"ros  de  cette  fonction  si- 
tue"s  dans  le  parall^logramme  primitif  :  o,  aw,,  —  aw2,  2d>8,  est  ^gale  a  —  aw$>  et 
que  le  point  o  est  un  p61e  double  de  cette  fonction. 


cnncna  —  snttdnitsngdna 
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—  sn*a 


(2)  cn(w-t-a)  en  (a— -a)  = 

(3)  dn(w  -h  a)  dn(a  —  a)  = 


dn2a  —  A:2  en2  a  sn2  u 


i  —  A:2  sn2  a  sn2  u 


(LXXIII) 


,,v 

(4) 
V4/ 

/rx 
(5) 

(6) 
(7) 

(8) 
v    ' 


x  N 

-h  a)  -+•  sn(w  —  a)  = 
y  v  ' 


r-r  —  = 
—  A:2  sn2  u 


—  2  snwdnw  sna  dna 


i    /  s 

dn(w  —  a)  = 
v  y 


adnwdna 


(9)    dn(a-ha)  —  dn(w  —  a)  — 


—  2  £f  sn  M  en  u  sn  «  en  a 
i  —  £2  sn2  wsn2a 


310.  Consid^rons,  par  exemple,  la  formule  (LXXIII5)  :  le  pre- 
mier membre  est  nul  si  la  quantity  sna  est  nulle  ou  infinie,  c'est- 

a-dire  si  Ton  a 

a  =  2  m  K  -f-  m'  i  K', 

en  deSsignant  par  m  et  m1  des  entiers  quelconques,  ou  si  Tune  des 
quantit^s  cnw,  dnw  est  nulle,  c'est-a-dire  si  Ton  a 


Ce  premier  membre  d'ailleurs  ne  peut  £tre  nul  que  dans  Tun 
ou  Tautre  de  ces  cas. 

On  conclut  de  la  que  toutes  les  solutions  de  liquation 


=  snot 


sont  donn^es  par  les  formules 

x—      a  H-  4>ftK-f- 


On  trouve  de  mdme  que  toutes  les  solutions  de  liquation 


en  a?  =  en  a 
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sont  donates  par  les  formules 

4  w'  i  K', 


et  que  toutes  les  solutions  de  liquation 

dnrr  =  dna 
sont  donn^es  par  la  formule 

x  =  ±  a  -+•  2  m  K  -+•  4  wi'  i  '  K'. 
En  particulier,  les  solutions  des  Equations 


sna?  —  ±i,        sna?  =  ±  y> 


sont  e*gales  deux  £  deux. 

311.  Supposons  o)j  et  -4  r^els  et  positifs.  Si  1'on  se  reporte 
aux  f  brmules  qui  d^finissent  k  et  k'  ,  en  se  rappelant  (n°  121  )  que 
y/e2  —  e3  est  un  nombre  n^gatif  tandis  que  \/e^  —  e2,  \/e{  —  e$ 
sont  des  nombres  positifs^  on  voit  que  k  et  k'  sont  positifs, 
plus  petits  que  i;  R  et  K/  exprimes  au  mojen  de  £2,  k'-  par  les 
formules 


K=  r1 

./o     S/Ci  — 


/4 
w  /(t- 


sont  reels  et  positifs. 

Si  u  est  une  variable  reelle,  les  formules  qui  donnent  snw, 
cnw,  dnuj  sous  forme  de  quotients  de  2r  montrent  que  ces  fo  no- 
tions sont  r^elles.  Si  u  reste  compris  entre  o  et  R,  aucune  des 
d^riv^es  ne  peut  changer  de  signe  :  les  fonctions  varient  done 
toujours  dans  le  m6me  sens;  snz*  croit  de  o  a  i,  cnu  d^croit  de 
i  i  o,  dnu  de  i  a  k1  '.  II  convient  de  remarquer  que  la  fonction 
dnw,  qui  ne  s'annule  et  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur 
reelle  de  w,  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  r^elles  de  u. 
De  m6me,  quand  u  croit  de  R  ^  2R,  les  d^riv^es  ne  peuvent  encore 
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changer  de  signe;  sn  u  de*croit  de  i  a  o,  en  u  de*croit  de  o  a  —  i, 
dn  u  croit  de  A*7  a  i  . 

Ensuite  les  formules  relatives   a  1'addition  de  aK  montrent 
comment  les  choses  se  passent  dans  Tintervalle  (aK, 


312.  Lorsque  u  =  iur  est  purement  imaginaire,  -  sn(iuf)  est 

unefonctionreelle  de  u1  ainsi  que  cn(jV)  etdn(jV).  Les  de>ive*es 
par  rapport  a  uf  de  ces  fonctions  sont  respectivement 

cn(m')dn(m'),     -  sn(m')  dn(zw'),     -.  £2sn(m')  cn(m'); 

elles  ne  changent  pas  de  signe  quand  u!  croit  de  o  a  K';  dans  cet 

intervalle  -  sn(jV),  cn(zV)  et  dn(*V)  ne  peuvent  prendre   que 
i 

des  valeurs  positives  puisque  ces  fonctions  sont  positives  pour 
u1  =  o  et  ne  peuvent  changer  de  signe  ;  on  voit  done  que  -.  sn  (  iu') 
croit  de  o  a  -f-oo,  et  que  cn(jV)  eldn(iu')  croissent  de  i  a  -+-  oo. 

D'ailleurs,  quand  u'  tend  vers  K/,  le  quotient      /.  ,(  tend  vers  k, 
'  ^  '        "  cn(iu)  1 

.   i  —  X:2  sn2(tV)          ,  /o     ,  dn(iu') 

puisque  son  carre  -  0/  .  ,'  tend  vers  k1  et  que  —  7-7-7^  reste 
r  ^  i  —  sn2(iw)  *•  cn(iu') 

r6el  et  positif. 

Lorsque  u!  croit  de  K'  a  2R1,  sn  \"  ,  cn(iV),  dn(z;^)  crois- 
sent de  —  oo  a  o,  —  i  et  —  i  respectivement. 

313.  Enfin  la  formule 

,          ,..  ,          ,  ..          isn(bi)  cna  dna 

sn(a-+-bi)  —  $n(a—  bi)  =  -  ,~  —  ^  -  ^rr^> 
^  '  ^  '       i  —  k*  sn2asn*(bi) 

ou  a  et  b  sont  supposes  r^els  et  ou  le  denominateur  du  second 
membre  est  par  consequent  r6el,  montre  que  sn(a  ~h  bi)  ne  peut 
e"tre  r^el  que  si  b  est  un  multiple  de  K'  ou  si  a  est  un  multiple 
impair  de  K.  Si  b  est  un  multiple  pair  de  K7,  en  eflet,  le  facteur 
sn(bi)  est  nul;  si  b  est  un  multiple  impair  de  K7,  sn2(fo')qui 
figure  au  denominateur  est  infini  et  le  second  membre  est  en- 
core Dul;  si  enfin  a  est  un  multiple  impair  de  K,  cna  est  nul. 

D'ailleurs,  dans  ces  diffe>ents  cas,  sn(a  -f-  bi)  est  re"el.  En  parti- 
culier,  on  voit  que  sn  u  est  r^el  quand  le  point  u  va  en  ligne  droite 
de  o  a  K,  de  K  a  K  -+-  *K',  de  K-H  *K'  a  iK'.  Le  point  u  d^crit 
alors  trois  cote's  d'un  rectangle;  pour  le  premier  cdt^  snu  croit 
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de  o  a  i;  pour  le  second  de  i  £  T;  pour  le  troisi&me  de  T  a  -f-  oo. 
Enfm,  si  snw  est  r£el  et  positif,  les  formules  du  n°  310  donnent 
toutes  les  valeurs  de  w,  en  y  supposant  que  a  soil  repr^sent^  par 
1'un  des  points  de  la  ligne  bris^e  pr£c£dente. 

De  m6me  pour  les  valeurs  r^elles  et  negatives  de  isnu  el  le 
quatri&me  c6t6  du  prudent  rectangle. 

Les  autres  fonctions  cnw,  dnu  donneraient  lieu  a  des  obser- 
vations analogues  que  le  lecteur  n'aura  aticune  peine  a  faire  de 
lui-m£me. 

314.  Les  fonctions  2r  et  leurs  quotients  ont  et6  envisages  par 
plusieurs  g^om^tres;  elles  se  pr^sentent  souvent  sous  d'  autres 
formes  qu'il  nous  reste  encore  a  faire  connaitre. 

Comme  I'a  fait  observer  Kronecker  dans  ses  Cours  et  dans 
plusieurs  de  ses  Memoires,  la  fonction  doublement  p^riodique 


s'introduit  d'elle-meme    dans  quelques    questions  importantes 
d'Arilhmetique  et  d'Algcbre% 

Kronecker  designe  par  fonction  elliptique  El,  la  fonction  de 
deux  variables  v  et  T, 


En  tenant  compte  des  formules  (XXXIII9)i  2)  ,(XL2),(XXXVI14), 
on  voit  que  cette  fonction  est  li^e  aux  fonctions  doublement  perio- 
diques  precedemment  d6finies,  par  les  relations 


(LXXV2) 


(LXXV3) 


»<M)  = -71  M  (£.;)• 


Pour  les  valeurs  particuliSres  o,  v  ~~7~~>  7  ^e  I'argument  ^>  on 
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a  imra^diatement 


(»(•.;) 


Les  deux  relations 


--  m 


El(- 


ou  m,  ^  sont  deux  entiers  quelconques,  se  deduisent  sans  peine 
des  formules  (XXXIV).  En  supposant  m  pairet  en  remplafanl  c, 
m,  T  par  2(^,  2/n,  2T,  on  obtient  les  relations 

(5) 
(LXXV) 


(6) 


dont  la  premiere  met  bien  en  Evidence  la  double  p£riodicit£  de  la 
fonction  El. 

En  remplagani  sn(w,  k]  par  sa  valeur 


1  v\f  u     ^ 

—  >_:  El  (  -7-7-  ^   -  J  > 
/>t       \4A:     a/ 


on  peut  mettre  la  relation 


en  u  dn  u  =  -  V1"  =  /(i  —  sn»i*)(i  —  A:2  sn2w) 
aw 


sous  la  forme 
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ou  1'on  a  pos£  ( ' )  avec  Jacobi 

(LXXV7)  p: 


la  formule  d'  addition  de  la  fonction  elliptique   El(p,-      sen 
d£duit  facilement  :  si  x^yy  z  d^signenl  les  trois  fonctions 


y  =  El  (w,  1\  ,        z  =  El 


#  =  E1 
on  a 

(LXXV8) 


315.  En  terminant  ce  paragraphe,  indiquons,  relativement  aux 
fonctions  3,  d'autres  notations  qui  ont  un.grand  int6r£t  historique, 
qui  sont  souvent  commodes,  et  dont  nous  aurons  a  faire  usage. 

En  conservant  aux  quantit^s  K  et  K' la  signification  donnee  par 

les  formules  (LXXI3_4),  posons 


(i) 


(LXXVI) 


(3) 


(4) 


Les  fonctions  sn#,  cn^r,  dn^r  s'expriment  tr&s  simplement  au 
mojen  des  fonclions  H(ir),  H4(a?),  8(a?),  B4(^)  du  m^me  argu- 
ment x.  On  a 


(LXXVI) 


Les  fonctions 


(5) 


(7) 


(^)  jouissent  des  pro- 


(')  OEwres,  t.  I,  p.  266. 
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suivantes,   qu'on  deduit   imm&diatement    des    formules 

(XXXIV) 

H(a?4-amK)  =  (—  i)«H(ar), 


(LXXVIIO 


2  wK)  =  (-  i)'"  H,(a?), 


(LXXVIIj) 


H(a7-t-aroiK')   =  (—  i 


t'K')  =  A  81  (a?), 


.      K'  /  r 

.  ms7T  _,  —  m  it  — 

A  =  6          K  k, 


(LXXVIIs) 


(ar), 


(LXXVII4) 


iK/)=    BH,(.r), 


m  ^tant  un  entier  quelconque. 

316.  En  se  reportant  aux  formules  (XXXIIIT_8),  on  a 
diatement,  en  remplagant  la  lettre  u  par  la  lettre  x, 


(LXXVIII) 


(2)  ! 

(3)  ! 

(4)  ! 

Nous  poserons  aussi 
(LXXIX,) 


T7J      TT 
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on  a  alors  immediate  men  t  les  relations 

/IYYIY    N  *7  /  x-     i     ~  I/"  \          »7  /      \ 

^  ijA^A.lA.2  y  Lt\X  — p-  21V)  =  £(  3?  ), 

(LXXIX,)  Z(a?+a»K')  =  Z(^)-  ^. 

317.  C'est  ici  qu'il  convient  peut-etre  d'expliquer  la  difference 
entre  les  notations  que  nous  adoptons  et  celles  de  M.  Hermite. 

Dans  la  plupart  des  Memoires  del'illustre  auteuret,  enparticu- 
lier,  dans  son  Cours  auto  graphic  de  la  Faculte  des  Sciences, 
R  et  R'  designent  des  quantitds  quelconques  assujetties  seulement 

K' 

a  ce  que  la  partie   re*elle   du   rapport  -^-   soil  positive;   il   pose 

alors  ({ ) 


H  (&)—     2  Vq  si'1   -J7  — ?>t 

~    \  •*  )  —  '  ~~~  2  fj  COS  -  p      — r~       ''V     v^v/ n    — _\ —   —      .£  \j  -  \,un  — — — 
K  |V  ]\ 

11,^)  = 

W1(ar)=, 

Les  quantites  R  et  R'  de  M.  Hermite  e*tant  quelconques,  on 
peut,  sans  inconvenient,  les  identifier  avec  celles  que  nous  desi- 
gnons  par  CD,  et  -^;  si  Ton  adopte  cette  convention,  les  fonctions 

H(.r),  0(^),  HH(o7),  0|  (#),  avec  le  sens  que  leurdonneM.  Her- 
mite,  sont  respectivement 


M.  Hermite  pose  ensuite 

i    H(«)  ' 


T.  ct  M.  -  II. 
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les  fonctions  qu'il  d<5signe  par  sn*,  en*,  dn*  sont  done 
celles  que  nous  d&ignons  respectivement  par  sn(x  \fet  —  e»), 
cn(xfi^7t),  fci(x\fc^e*)>  Au  surplus,  pour  M.  Hermite, 
—  admet  pour  limite,  quand  x  tend  vers  o,  la  quantit<§  qu'il 

X 

designe  par  to,  savoir  : 


318.  Briot  et  Bouquet  emploient  les  notations 

\(x\     fi(^),     v(ar) 

avec  le  sens  que  M.  Hermite  donne  aux  symboles  sn#  ,  en  a?,  dni. 
Leurs  notations  s'identifient  avec  celles  que  nous  avons  suivies,  en 
supposant  que  les  quantit^s  qu'ils  d^signent  parco,  co'  soient  celles 
que  nous  d^signons  par  20)i?  2ws  et  en  posant 


319.  Si,  au  lieu  de  laisser  les  quantites  K,  K'  ind^termin^es, 
on  suppose  R  et  K'  definies  comme  fonctions  de  la  variable  k  par 
les  deux  integrates 


si  Ton  pose  ensuite 


etsironentendalorsparH(^),  9(x),K*(x),9*(*),  les  quatre 
fonctions  definies  par  les  relations 


(-y.  \  T:ir 

^^=,-2^005-^ 

H,(*)=2r,(4L)=a{/?co9^[ 

(/p    \ 
_j  = 
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ces  qualre  fonctions  sont  pre*cis£ment  celles  de  Jacobi  (*).  Le 
lecteur  verra  plus  tard,  apres  avoir  e'tudie'  le  probleme  de  Pinver- 
sion,  que  le  sens  que  nous  avons  attach^  aux  svmboles  H(#), 
6(0:),  H,  (#),  6<  (#)  au  n°  315,  sens  auquel  nous  nous  attacherons 
dans  tout  ce  qui  suivra,  est  identique  a  celui  de  Jacobi. 

III.  —  Transformation  lin£aire  des  fonctions  elliptiques. 
320.   Si  Ton  suppose  &{  et  Q3  lies  a  u>n  u>3  par  les  formules 


ou  a,  fc,  c,  rf  sont  des  entiers  li£s  par  la  relation  ad  —  be  =  i  ,  les 
fonctions  £oa("  04?  Q3),  $pY(w  |  QM  a3)  s'expriment  imm£diate- 
ment  au  moyen  des  fonctions  $oa'(^  |  w<>  ws)/  £p'y(w  |  ^n  W3)> 
ou  a',  P',  Y'  de*signent  comme  a,  J3,  y  les  trois  nombres  i,  2,  3, 
ranges  dans  un  ordre  quelconque.  Reportons-nous,  en  eflet,  au 
Tableau  (XX0);  ce  Tableau  permettra  de  determiner,  suivant  les 
valeurs  de  a,  6,  c,  rf,  les  valeurs  des  indices  X,  |ji,  v  tels  que  Ton 
ait  (XX,) 


i,  Q8)  = 


et  il  est  clair  que  les  douze  fonctions  $  forme'es  avec  les  demi- 
periodes  Q^  Q3  ne  seront  autres,  dans  leur  ensemble,  que  les 
douze  fonctions  5  formees  avec  toi?  o>3;  mais  les  indices  des  fonc- 
tions egales  ne  seront  pas  les  memes,  sauf  dans  le  cas  i°  du  Ta- 
bleau (XX6). 

321.  La  substitution  d'un  couple  de  p^riodes  e*quivalentes  af- 
fecte  un  pen  plus  profonde*ment  les  fonctions  snw,  cnw,  dnw,  a 
cause  du  facteur  ^e\  —  e$  qu'affecte  aussi  cette  substitution. 

Reprenons  les  notations  du  n°  187,  et  d^signons  encore  par 


(«)  Comparez  la  lettre  d'Hermite  a  Jacobi,  Wer/e,  t.  II,  p.  97  et  98,  ou  Ton 
trouve  pour  la  premiere  fois  les  symboles  9t  et  Hr 
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I,  I'  les  quantit^s  AT(T),  #(T),  de  sorte  que  Ton  ait 


( LXXX) 


<•>  '-- 


Posons  aussi 

(LXXX) 


(3)  L  = 

(4)  iL'  = 


On  sail,  dans  chacun  des  six  cas  du  Tableau  (XX6),  exprimer 
y/E,  —  E3  au  moyen  de  \/e.2—e9,  \Je,  —  e3 ,  \fe^~e*',  on  pourra 
done  exprimer  L  elL'au  moyen  de  K,  K',  k,  kr.  Le  Tableau  (XL  VI,) 
donne,  d'autre  part,  les  valeurs  de  ?(T),  ^(T)  au  moyen  de  CP(T), 
^(T),  et,  par  suite,  les  valeurs  de  I  =?*(*),  /'=^4(T)  au  m°yeu 

de  Ar  =  y«(T)»  Arf=4*(T)- 

Flagons-nous  dans  un  cas  parliculier,  par  exemple  dans  le  cas 

5°  du  Tableau  (XX6),  ou  X  =  3,  ji=2,  v  =  i;   a=  o,  6  =  1, 
c^  i,  rf==o  (mod.  2).  On  a  alors  (XX7) 


y/Ej  — E2=  «(—  0       2         /««—«»> 

et,  en  consultant  le  Tableau  du  n°  187  ou  le  Tableau  (XLVf, ), 


on  a  done  aussi 


D'aprts  la  formule  (LXVII^)  et  en   tenant  compte  du  Ta- 
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bleau  (XX7),  on  a  d'ailleurs 


=  /Ft  —  K3 


-,  |Qi,Q3 

/EI—  KS  J 

T/ei—  e*    «        1 

"      V  -      /  -  I  <•>!,  W3 

[  V/EI  —  Ka  V/ei  —  e3  _  I 
r    ,  -  r 

V/0!  —  £3         u        ,  I 

i      y-  ,  1  wj,  ws 

L/KI  —  ES  Vei  —  ea  J 

.  /  --  -  1 

H/ei—  e,J 


—     2 


I          —         u        V 
(-1)   «  M 

I  lyei  —  e3J 


d'ou  finalement  en  distinguant  deux  cas,  suivant  que  Ton  a 
b  =  -h  i  ou  que  Ton  a  b  ==  —  i  (mod.  4),  et  en  faisant  usage  des 
formules  (LXVII,.2, 


u 

sn  -7 


On  irouve  de  meme,  dans  ce  cas  5°  du  Tableau  (XX0), 


u 
cn-r 


J    u 
dn- 

dn(u,  /)=  -  ^ 


cn-r 


Ce  cas  5°  pr^sente  un  inter^t  particulier.  II  donneles  formules 
qui  permetlent  de  passer  du  cas  ou  1'argument  u  est  puremenl 
imaginaire  au  cas  ou  1'argument  u  estrdel;  k  est  alors  remplac^ 
par  ±  k'. 

On  observera  que  les  fonctions  sn(w,  /:),  sn(w,  /)  v^rifient  res- 
pectivement  les  Equations  diflerentielles 
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On  est  ainsi  amen6  a  cette  proposition,  que  le  lecteur  v^rifiera 
sans  peine  :  Si  une  fonction  <p(w)  satisfait  a  la  premiere  de  ces 
Equations,  la  fonction  ; 


satisfait  a  la  p^conde. 

/ 
t 

322.,<Les  calculs  se  font,  dans  chaque  cas,  avec  la  m£me  faci- 
lil£.  Les  r^sultats  sont  consignds  dans  les  deux  Tableaux  qui  sui- 
vent,  que  nous  avons  sdpar^s  pour  la  commodity  de  1'impression  : 

le  premier  donne  les  valeurs  de  /,  /'  et  du  facteur  -^  =      j       3 » 

par  lequel  il  faut  multiplier  aK-f-  6iKr,  cK  +  diK',  pour  obte- 
nirL  et  iL';  le  second  donne  les  expressions  de  sn(w,  /),  cn(;^,  /), 
dn(w, /);  chacun  des  six  cas  des  deux  Tableaux  correspond  aux 
six  cas  du  Tableau  (XX6). 


(LXXX8) 


/. 

/'. 

1             V/Ei~-  Es 

M                 ^-^ 

1° 

cd 

(-I)2  A 

w/; 

HI)     »A-' 

rt  —  1 

(_,)  — 

'2° 

cd  k 
(-TF 

^  i 
<-')'* 

rf-l 

(-1)    t     A'' 

3° 

cd 

<->"'i 

«*    JL' 

(-0"J 

n  —  1 
(-I)—* 

4° 

£J  i 

(-!)«    J 

a/;    / 

<-«>TP 

li  +  l 

»(-i)  «    A-' 

5° 

rrf 

(-«)   »*' 

u6 
(-!)** 

*-l-l 
*X-I)    ' 

6° 

<••*   7.' 
(-if    J 

nl> 
(-1)      'A- 

C  —  1 

«(-')  '  * 
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(LXXX6) 


sn(w,  /). 

cn(w,  0- 

da(u,l). 

1° 

sn  w 

cnw 

dnu 

r>O 

u 
snp 

£' 

u 

cnp 

i 
u 

2 

j    w 

dn/F 

^ 

dnF 

3° 

/-  sn  y 
A' 

dn^ 

U 

Cnl 

u 
sn7T 

dn^ 

I 

40 

zF        * 

ik 

U 

M 

cn  TT-, 
tA' 

it 
cn  -TT-, 
tA: 

™7k' 

5° 

z/ 

sn  -7 

i  
w 
cn  — 
i 

i 

u 
cn~ 

dn^ 

t 

U 

cn-r 
t 

« 
u 

Sn  -rr 

i 

a 
cn  -77- 
iA: 

:?,       lA 

6° 

iA  

dn^ 
ik 

j     u 
dn^r 
ik 

j       W 

an  rr 
tA: 

Oa  observera  qae  dans  les  deux  cas  1°  et  3°,  c'est-a-dire 
lorsque  c  est  pair,  la  fonclion  snw  se  transforme  en  une  fonction 
de  m^me  nature. 

323.  Lorsque  c  est  un  nombre  pair,  on  voit  sur  le  Tableau 
(XX6)  que  v  est  e*gal  a  3  et  sur  le  Tableau  (XLII8)  que  mf"  =  d 
et  que,  par  suite  (XLII7),  on  a 


On  a  done,   en   divisant  membre  a  membre  la  premiere  *et  la 
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quatrieme  des  formules  (XLII), 

SI(V|T) 
&i(v|T) 

Dans  les  notalions  de  Kronecker,  cette  relation  se  pr^sente 
sous  la  forme 


EI 

En  posant 

a  =  a,         20  =f},         <?  —  27,        <^  =  o, 

et  en  remplac.ant  ^  et  T  par  2^  et  27,  on  a  done 


El 


ou  a,  p,  y,  S  sont  quatre  entiers  dont  le  second  (3  est  pair  et  qui 
sont  li^s  par  la  relation  aS  —  py  =  i  .  Cette  formule  est  d'ailleurs 
Equivalents  a  la  suivante  : 

(  LXXX7  )  El  f(  8  —  p  T  )  P,  T  J  =  El  (  «.«,  T  )  r-Sy-H2T^8-i  , 

ou  1'on  a  pose 

Y  -h  ST 

T  —       '       _____  • 

a  4-  pT  ' 

c'est  la  formule  de  transformation  lindaire  de  la  fonctioD  ellip- 
tique  El,  pour  p  pair,  sous  la  forme  dont  Kronecker  a  fait  usage. 

IV.  —  Transformation  quadratique  des  fonctions  elliptiques. 

324.  La  substitution  aux  deux  demi-p&iodes  o)4,  a>8  des  deux 
deim-periodes 

•  6w3,         ft3  =  c  eo!  -f-  du>3, 


lorsque  a,  6,  c,  rf  sont  des  entiers  et  que  le  determinant 
ad  —  be  =  n  est  positif,  depend  de  la  multiplication  d'une  pe-, 
riode  par  n  et  de  substitutions  a  determinant  +  i  .  11  nous  reste 
done  £  faire  pour  les  fonctions  £,  sn,  ...  ce  que  nous  avons  fait 
pour  les  fonctions  d  et  2r  (n08  130  &  145  et  242  £  270).  Les  r<$sul- 
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tats  se  d£duisent,  par  de  simples  divisions,  de  ceux  qui  out  6t£ 
£tablis  dans  ces  m£mes  num£ros.  Comme  alors,  nous  traiterons 
d'abord  du  cas  ou  n  =  2,  puis  de  celui  ou  n  est  impair. 

Dans  le  premier  cas,  pour  ce  qui  est  des  fonctions  £,  nous 
nous  dispenserons  d'dcrire  les  formules  qui  r^sultent  immediate- 
ment  des  Tableaux  (XXII)  a  (XXV);  nous  nous  contenterons  de 
considerer  les  transformations  des  fonctions  sn,  en,  dn  et  nous 
nous  servirons  pour  cela  des  formules  relatives  aux  fonctions  3  qui 
sont  un  peu  plus  avantageuses. 

325.  Rappelons  d'abord,  parmi  les  formules  (XLIX),  les  sui- 
vantes 


/T\  }-^(^  /,\  ay«(T> 

Y   \2/         IH--O*(T)  '    \2/        n-<p*(t) 

et  observons,  en  passant,  que  les  deux  dernieres  se  deduiraient 
des  deux  premieres  en  changeantT  en  ---  On  en  d£duit  tres  ai- 
sement 


(XLIX,,) 


si,  dans  les  derniers  membres,  on  regarde  \/2  comme  un  nombre 
positif,  ces  formules  d^finissent  les  radicaux  \/i  4-  AJ,  y/i  —  /r7, 
y/i  +  A-,  y/i  —  k  comme  des  fonctions  univoquesde  T;  en  d'autres 
termes,  ces  formules  fixent  le  signe  de  ces  radicaux  qui  appa- 
raissent  dans  diverses  questions  de  la  th^orie  des  fonctions  ellip- 
tiques,  et  que  nous  prendrons  desormais  avec  cette  signification 

precise.  II  est  bien  clair  que,  si  T  est  r6el  et  positif,  les  radicaux 
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doivent  tire  pris  avec  leur  sens  arilhrn^tique,  puisque  les  der- 
niers  membres  sont  alors  manifestement  positifs. 

II  convient  d'observer  que  1'on  a,  en  adoplant  cette  d^termina- 
tion  des  radicaux, 


/!  —  k  Vi  4-  A:'  =  A,        /i  -  A-  /i  -+-  X  '  =  *'  ; 

la  premiere  de  ces  relations,  en  effet,  si  Ton  se  reporte  aux  defi- 
nitions, £quivaut  & 


qui  r£sulte  tres  facilement  des  formules  (XL1X5_C).  On  a  aussi 
V/2  /i  -h  A-  /I  -+•  A"f  =  i  -4-  A-  -+-  A-', 


puisque  les  carr^s  des  deux  membres  sont  manifestement 

et  que  chacun  des  deux  membres  definit  une  fonction  analytique 

de  T  ayant  une  valeur  reelle  et  positive  dans  le  cas  particulier  ou 

T  est  r^el  et  positif. 

Les  formules  qui  d^finissent  y/i  H-  k1  ',  y/i  —  XT',  .  .  .  donnent,  in- 
versement, 


326.  Plagons-nous  dans  le  cas  ou  aux  demi-p£riodes  to,,  o>8  on 
substitue  les  demi-periodes  —  >  o>3 ;  T  est  alors  remplac£  par  ST  el 

si  Ton  designe  par  y/7  et  sJH  les  quantit^s  y2(2T),  ^2(2T)  qui 
remplacenty/Ar  =  y2(T)  et  \fkf=  ^S(T),  on  aura,  d'apr^s  ce  qu'on 
vient  de  dire, 

*          i  -  A-' 


(LXXXI) 


(2)  V?= 


ou  les  signes  des  radicaux,  fix^s  comme  on  1'a  expliqu^,  sont 
assur&nent  tels  que  les  valeurs  de  y/7,  y/?  coincident  respective- 
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ment  avec  celles  de 


2O3 


327.  Si  Ton  designe  maintenant  par  E<,  E3,  \/E<  —  E3,  les  quan- 
tit^s  qui  remplacent  e4,  es,  \fe\  —  <?3  et  par  L,  U  les  quantit^s  qui 
remplacent  R,  R;,  savoir  : 


—  »W3j,  E3=J)fu 


(LXXXI) 

et,  si  Ton  pose 

r  LXXXI,) 

on  aura 


(3)  L  =        V/BI-B.=  j9ri 

2  x< 

(4)  L'=L=:2L, 


el,  par  suile,  en  appliquanl  la  formule  (XLVII4), 


11  viendra 

(LXXXI) 

(3) 
(4) 

|T;  +  _ijt.o|T,|j_       2 
i  +  k'  v        K 

•2                     2M 
K/ 

328.  La  formule  (LXXI6)  donne  ensuite 


» 
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En  appliquant  les  formulas  de  transformation  (XLVIIj),  on  a  done 


,  n   , 

sn(w.  1)  =  — 


mais,  en  verlu  de  la  valeur  trouv^e  plus  haul  pour  L  et  des  for- 
mules  (LXXIe_g),  on  a 


-  n  > 
i  -i-  k 


K 


TTT 

done 

u  u 

.    sn r,  CH 

,      7S        A:         i-^X:'        i-h 


dn 


Comme  nous  venons  de  voir  (LXXXIj)  que  —  est  ^gal  a  i  H-X7, 

// 

on  a  done  enfin 
(LXXXIli) 


u  u 

sn  -    cn  -  - 


dn-2- 


On  est  amen^  ainsl  ^  cette  conclusion  :   si  la  fonction/(w) 
verifie  liquation  dififerentielle 


la  fonction 
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liquation  different ielle 

dz* 
du* 

3t  c'est  ce  que  le  lecteur  constatera  en  effet  sans  peine. 

On   trouve   de   m£me ,   en    tenant  compte   des  formules   qui 
ionnent  y/7,  \[T  en  fonction  de  k  et  de  k ', 


;LXXXII) 


(2)     cn(  w,  /)  = 


•k1 


(i  —  A-')dn  — 


dn  • 


(3) 


(H-  A^') 


dn  • 


La  transformation  que  nous    venons   de   consid^rer    est   dite 
transformation  de  Landen. 


329.   Le  cas  ou  Ton  rempladfc  co4,  w3  par  a><,  —  ,  ou  T  par  ->  se 

2  2 

,raite  de  la  meme  fagon  au  moyen  des  formules  (XLV1II);  nous 
ious  contenterons  d'iriscrire  les  resultats. 

Si  Ton  ddsigne  ici  par  \J\  et  y/57  les  quantit^s  y2  /f  j, 
3t  par  Ep  EJ  les  quantiteSs  (XX1V5);  si  enfin  Ton  pose 


LXXXIII) 


(3)     A  = 


^        /|T 
i  —  £3  =  -  5*  (o    - 


Dn  aura 


LXXXIII) 


.1f  = 


T^T^T 


(i) 


^r+i 


/m- 


306 

et 
(Lxxxiir,) 

d'oi 
(LXXXIII) 
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" 


(3)    A  = 


'** 


330.  On  aura  aussi  en  faisant  usage  des  formules  (LXX16_8) 

u 
(i)      sn(a,X)  =  (i4 


(I.XXXIV) 


i  -4-  k  si 


u      ,       u 

en r  dn- 


r-H* 


cn(M,  X)  = 


I  -4-  k         1-4-  /i 

j 

w 

i  -4-  /  sn2 


n-  A: 
tt 


(3)     dn(«,X)  = 


i  -4-  k  sn2  • 


M 


II  est  4  peine  n^cessaire  de  faire  observer  que  Ton  peut  parve- 
nir  au  mgme  r^sultat  en  exprimant  d'abord  les  trois  fonctions 
elliptiques  sn(w,  X),  cn(u,X),  dn(w,  X)  au  moyen  des  fonctions 
sn(a,V),  cn(w,  V),  dn(w,V),  ce  qui  est  une  transformation  li- 
n^aire  (cas  5°  des  Tableaux  LXXX5_0);  puis  les  trois  fonctions 

sn(M,X'),  cn(w,  V),  dn(w,  X')  au  moyen  des  fonctions  sn 


cn  ( — 5L-.   £M,  dn  / — ?L-,  k'  )>  cequi  est  une  transformation  deLan- 

\i-f-A:f       /          V1-^-^        / 

den;  puis  enfin  Jes  trois  fonctions  su(        ,,>  ArM>  cnf       ,,>  /rM? 

j/w/A  jr          •  f    u       i\          I    u        t\ 

dnf r»  A:M>  au  moyen  des  fonctions  sn  ( — r>  A-ji  cn/-— r,  Arj? 

dn  (— ^T  >  A- j  >  ce  qui  est  une  nouvelle  transformation  lin^aire. 
La   transformation  pr^c^dente    est  dite    transformation  de 


Gauss. 


331.  Les  formules  de  transformation  quadratique  des  fonc- 
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lions  2r,  &  Faide  desquelles  DOUS  venons  d'etablir  les  formulcs  de 
Landen  et  de  Gauss,  permellent  aussi,  com  me  Fa  montr£  M.  Her- 
mite(l),  d'obtenir  des  d^veloppements  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques  sn,  en,  dn,  dont  Pimportance  a  M  mise  en  pleine  lumi&re 
par  Pillustre  auteur. 
Les  formules 


dont  ies  deux  premieres  soni  identiques  a  deux  des  formules 
(XLVII3),  dont  les  deux  suivantes  sont  identiques  &  deux  des 
formules  (XLVII18),  et  dont  les  deux  dernieres  se  d^duisent  des 
prdcedentes  par  le  changement  de  T  en  T-+-  i,  donnent  imm^dia- 
tement,  par  de  simples  divisions  et  en  tenant  compte  de  la  defini- 
tion des  fonctions  <P(T),  ^(T),  d'une  part,  les  relations 


sn  a  = 


\2K 


$J" 
•J*  \  I? 


(')  Comptes  rendus,  t.  LVII,  p.  996,  et  dans  son  M^moire  :  Sur  quelques  for- 
mules relatives  au  module  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  ( Journal 
de  Liouville,  V  s6rie,  t.  IX,  p.  3i3). 
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JLW/'JL^      •* 

' 


••(^jSr 


et,  d'autre  part,  les  relations 


sn  M  = 


S      f- 
=   -L    Z»    y-i   JT  ^  K 


&f(-^ 


/2      2L' 
es  . 


T-+-I 


en  w  = 


dn  w  —  Jk 
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Par  un  groupement  convenable  des  termes  des  series 
(XXX1I^4)  qui  d^finissent  les  fonctions  2rn  &2j  2r3)  2r4)  on  peut 
d^duire  de  ces  six  relations  les  d^veloppements  donnas  par 
M.  Hermite. 

En  remarquant  que,  si  Ton  change  T  en  ?-i-i,  q  devient  i\/q' 
on  a,  par  exemple,  pour  le  d^veloppement  de  la  fonction 
2r4  f~^  — - — j  qui  figure  aux  num^rateurs  de  la  premiere  et  de 
la  derni£re  des  six  relations, 

n=ao  /     i\«i/     i\» 

2       /          ^M  2K 

i  —  0 

Wi  4w  (n-+- 1)  -+- 1 

-I)"!111'*"*"1  q        8         sin (2/1-4-1)  -^> 


ou,  en  sdparant  les  termes  de  rang  pair  et  ceux  de  rang  impair, 


^^-^^-^S  sin  (4  v 

V-l 

)  Sin(  j  v  +  j) 


-»s] 


ou  dans  la  derni£re  somme  Findice  v  prend  toutes  les  valeurs  en- 
tieres  de  —  oo  a  H-  oo. 

On  a  ainsi  les  d^veloppements 


V  (_,)vyv(2v+i)  sin(4v  -H  i)  jg 


T.  et  M.  -  II.  i4 
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™ 

ifcIV 


cna  = 


cos  2v 


T.U 

~K~ 


dn  /i  = 


332.  Pour  w  =  o,  les  developpements  de  cna  et  dnu  donnenl, 
eo  prenant  pr^alablement  les  derivees  par  rapport  a  u  des  nume- 
rateurs  et  d^nominateurs  des  derniers  membres  qui  se  prdsentenl 
sous  la  forme  [J, 

V   ^V(lV-Kl)  V   2(4V 


V   (__  1 


2<-' 


on  a  done,  pour  les  fonctions  modulaires  'f  (T),  ^(T),  y  S(T), 
les  developpements 


=  «p(T)  = 
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t//7  =  <KT)  = 


doul  les  deux  premiers  ont  e"te*  deduits  par  Jacobi  des  de"veloppe- 
ments  en  produits  infinis,  qui  nous  ont  servi  de  definition  pour 
les  fonclions  cp(-)  et  'i(T)* 

333.  En  combinant  les  transformations  de  Landen  et  de  Gauss, 
on  obtient  les  expressions  de  sn(aw),  cn(2«/),  dn(aw)  en  fonc- 
lion  de  SUM,  cm/,  dn  ?/, 


(LXXXV) 


en2  u  —  sn2  it  Hn2  u 


(2)     en  aw  = 


...       .               dn2w  —  £2«w2Mcn2w 
(3)     dnaa  =  ,-**sa*M ' 


cl  ces  formules  coincident  avec  celles  que  Ton  obtient  en  faisant 
c/  =1  u  dans  les  formules  (LXXIII|_3). 

La  formule  (LXVII7)  permet  ensuite  d'obtenir  Texpression  de 
j)('>, //)  en  fonction  de  p(u).  On  a  d'abord 


, 

puis,  apres  quelques  reductions  faciles^reposant  sur  1'emploi  des 
formules  (VII), 

p(2tt)== 

rv      ' 
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On  aurait  pu,  tout  aussi  bien,  d^duire  cette  formula  en  com- 
binant  les  deux  formules  (XXII3)  et 


334.  Aprfes  avoir  remplac6  u  par  -  dans  ces  formules,  on  en 
tire,  par  des  combinaisons  faciles,  les  relations 

„  u       i  —  cnw 

sn2  -  = j — » 

2        i-t-dnw 

„  w        dn  M  4-  en  w 

en2  -  = . 9 

'2          i  -4-  d  n  u 

.   nu       k'*->r  dn  u  -h  A'2  en  u 

dn2  -  =  3 , 

'2  i-h  dn  u 

dont  les  deux  derni^res  r^sultent  d'ailleurs  imm^diatement  de  la 
premiere  et  des  expressions  de  en2  -  ?  dn2  -  an  moyen  de  sn2  -  • 

L'usage  de  ces  formules  est  Evident;  en  y  supposant  successi- 
vement  u  =  R,  u  ~  i  R',  on  obtient 

K  i  /K'  i 

sn2—  =  j~f,          sn2 = — T, 

2        i  -+-  k  -2  k 

0  K  k'  „  t'K'        i  •+-  k 

en2  —  = r,  9          en2  —  =  — j —  7 

•2        j  4-  k'  '2  k 

dna  ~  -  k1  *  1   2  —   - 

En  se  plagant  d'abord  dans  le  cas  ou  ~>  R,  R;  sont  des  nombres 

r^els  et  positifs,  et  en  se  reportant  &  ce  que  Ton  a  dit  aux  n08  311- 
312  sur  les  valeurs  de  snw,  cnw,  dnw  quand  u  est  r^el  ou  pure- 
ment  imaginaire,  on  voit  que  Ton  a,  dans  tous  les  cas, 

i  *'K'         i 

sn =  —  , 

2         Jk 


en  —  = 


i     i'Kf 
dn  —  = 
2 

Si  d'ailleurs  on  adopte  les  conventions  du  n°  325,  on  yoit  ini- 
m^diatement  que  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  ^galit^s 
sont  des  fonctions  analytiques  univoques  de  T,  et  que,  par  cons^- 
quent,  ces  ^galites  subsistent  toutes  pour  les  valeurs  de  T  repr^- 
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senses   par  des  points  situ£s  au-dessus  de  1'axe  des  quantities 
r  belles. 

On  pourrait  op£rer  de  m6me  pour  obtenir  les  valeurs  des  fonc- 

K  -\    z'K' 
tions  sn,  en,  dn  quand  1'argument  est  £gal  a ;  mais,  pour 

eviterdes  discussions  de  signes  concernant  les  radicaux,  11  est  plus 
simple  de  d^duire  ces  valeurs  des  formules  d'addition  (LXXIII), 

•tr  •  rrt 

en  supposant  u  =  ~>  a  =  — ;  on  trouve  ainsi 


K-f-t'K' 


k  \ 


2  /A       i  +  A  -i-  k'        2  fo 

la  derniere  transformation  r^sulte  des  egalit^s 


H-  A  -f-  ik'  = 
i  -1-  A  4-  A '  = 

On  trouve  de  la  mfime  fagon 

\/k'\ 


K  -i-  i 

en = 


A1'  (  I  —  i  ) 


''  (  !  —  *  ) 


i -4- A- -t- A') 


, 
dn 


i//  -  77       -  /  -  ji\ 
=  —  -  (/in-  A7—  «  /'  —  ^  )• 


V.  —  Transformation  d'ordre  n  des  fonctions  elliptiques. 

335.  Arrivons  maintenant  au  cas  ou  Ton  divise  Tune  des  demi- 
p£riodes,  w^  par  exemple,  par  un  nombre  impair  n. 

Nous  designerons,  comme  au  n°  136,  les  constantes  relatives 

aux   fonctions  p(u  —  >  to3j,  tf(  u  —  >  w3j  par  de  pelites  capi- 
tales;  ainsi 


/O). 
2~E3  =  —  J8o(  — 


(1)1 
—  > 


Wl  \ 

~»wl)5 
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d'aprts  les  formulas  (XXXVI4),  on  a  done 


Nous  poserons  aussi 


M  = 


l  — Eg 


En  outre,  /,  /'  d£signeront  les  quantit^s  qui  remplacent  £,  k ',  sa- 


voir  : 


(LXXXVI) 


et  L,  L'  les  quantit^s  qui  remplacent  R,  K',  savoir  : 

(6)    L.i(o,^)  =       /i^= 


(LXXXVI) 


/XT/         i  / 

(7)    L/=-L  =     to3v/Ei 


Dans  tous  les  cas  oh  K,  K;  et  n  ne  changent  pas  de  valeur  dans 
une  m^me  recherche,  nous  repr^senterons  par  une  lettre  unique 
Texpression 


ou  r  et  r3  d^signent  des  entiers  quelconques;  nous  poserons 


de  sorte  que  les  symboles  ar,0,  flf0ir>  qui  seront  d'un  usage  frequent 
dans  ce  paragraphe,  repr£senteront  les  deux  quantit^s 
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Cette  notation  permet  de  r^duire  notablement  la  place  que 
prennent  les  formules. 

336.  En  se  reporlant  aux  formules  (XXVI,)  on  aura  par  de 
simples  divisions 

'    .^i\ 


u 


(r  = 


Dans  les  seconds  membres  les  fonctions  $  se  rapportent  nalu- 
rellementaux  demi-p^riodes  (o)0  w3)  et  il  en  sera  de  meme  toutes 
les  fois  que  ces  demi-p^riodes  ne  seront  pas  Writes  explicitement. 
Quant  aux  nombres  r{  ,  ra,  .  .  .  ,  rn_{  ,  rappelons  que  ce  sont  n  —  i 
nombres  entiers  dont  aucun  n'est  divisible  par  TI,  nOn  plus  que 
la  difference  de  deux  d'entre  eux. 

337.  On  peut  6crire  aussi  (XXVI4_5) 


=  n,  rf, 


Jci   les   nombres   r,,/^,  .  .  .  ,  /v_,  sont   toujours  des   entiers; 

2 

aucun  n'est  divisible  par  n,  non  plus  que  la  difference  ou  la 
somme  dedeux  quelconques  d'entre  eux;  au  surplus,  quand  nous 
^crirons  au-dessous  d'une  formule  que  r  doit  prendre,  ou  les 
valeurs  r0  r2,  .  .  .  ,  rn_^  ou  les  valeurs  rn  r2,  .  •  •  ,  /V_n  nous 

2 

entendrons  toujours,  comme  dans  les  Chapitres  pr£c6dents,  que 
ces  valeurs  satisfont  aux  conditions  que  nous  venons  de  rappeler, 
soit  dans  un  cas,  soit  dans  1'autre. 


La  formule   prec6dente  montre  que    £0a  (" 


esl  une 


~> 
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fonction  rationnelle  de  50a^!  on  vort  ^e  "i^me  que  £py  ( u 

est  une  fonction  rationnelle  de  ^u  :  c'est  le  produit  de  !;prf/ 
par  une  fonclion  raliqnnelle  du  carr6  de  Tune  quelconque  des 
fonctions  £,  comme  on  le  voit  en  faisant  usage  des  relations 
(XXVIB)et(LIXfl). 

Nous  nous  dispensonsde  multiplier  les  formules  de  cette  nature 
qui  sont  implicitement  contenues  dans  les  formules  (XXVI).  Tou- 
tefois,  nous  observerons  que  les  fonctions  rationnelles  ainsi  for- 
m6es  comportent  comme  coefficients,  en  dehors  des  quantit&s  e<, 
e>2,  £3  qui  y  figurent  explicitement,  des  fonctions  symdtriques  de 

/atojX         /4wA  [(n  —  i)o>il  r  /.   • 

n  (  — i },  n  (  - —  ),  . . . ,  p    ;  ces  tonctions  symetriques, 

*   \  n  /    r\  n    J  rl         n         ]'  J  ^' 

comme  on  le  verra  plus  tard,  dependent,,  lorsque  n  est  premier, 
d'une  Equation  de  degr^  n  -h  i ,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entires  de  e\ ,  e2,  e3  et  meme  de  g^  g3. 

338.  Ces  formules  vont  nous  fournir  d'abord  1'expression  dc 
quelques  constantes  dont  nous  allons  avoir  besoin. 
Si  nous  nous  rappelons  en  effel  les  formnles(LX.,) 

k  =  $21^3'  &'  =  $23wlj 

nous  trouverons  au  moyen  des  formules  du  n°  336,  en  supposant 
P  =  2  et,  successivement,  y  =  i ,  y  =  3,  et  en  faisanl  successive- 

ment  u  =  co3,  w  =  — , 


ou,  en  tenant  compte  des  formules  (LX4),  pour  u  =  —  w,,  a  = 
fi  =a  2,  Y  «  i  et  des  formules  (XXXVII4,  XIII4), 


(LXXXVI.)    '-^ 
ou  encore 


(r) 
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puis 


(r) 

(r  =  rt,  r2,  ..., 
ou,  toujours  en  tenant  compte  desformules  (LX4)  et  (XXXVH5), 

f  2  r  -4-  i  —  j 


Si  Ton  observe  que  Ton  peut  ajouter  sans  inconvenient  20^  a 
1' argument  de  £23 w  et  que  £23 (°)  esl  ^gal  &  un?  °n 
second  membre  peut  s'e*crire 

-R: 


ou  r*  prend  n  valeurs  entires  assujetties  seulement  ^  cette  condi- 
tion que  la  difference  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soil 
pas  divisible  par  /i;  on  peut^donc,  en  reprenant  nos  notations  ha- 
bituelles, 


(LXXXVIO  l'  =  k'n 


OU 


Ir) 

Formons  encore  la  quantite*  y/E4  —  E3  ;  rappelons-nous  que  I'oi 


on  en  conclura 


(r)         ?i 

ou,  en  donnant  a  r  les  valeurs 

W  —  i  n  —  i 

—  i,    —2,     ..,, — ,     i,    2,     ...,  — —  9 
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et  en  observant  que  la  derniere  valeur  de  r  mel  en  evidence  le 
faclcur  £03 o^  =  —  -,  on  trouve,  apres  quelques  reductions 
immediales, 

-"-f-1,, /»'— 


(LXXXVI6)         M-£^=n 


r  =  l 


Si  1'on  admet,  comme  on  le  monlrera  plus  lard,  que  la  quantilr 
p  (r  —  j  ,  ou  /•  est  nn  nombre  entier,  est  line  fonclion  algebriquc 

de  e^  ('2,  ^.H  il  sera  evident  par  les  formules  precedcntes  que  les 
quantites  /,  /',  M  sont  ellcs-memes  des  fonctions  alg^briqucs  de 
e^  <°o,  ^3,  on,  si  1'on  veut,  de  Ci  et  de  A1;  mais  il  est  manifesle  que 
e^  ne  doit  pas  y  (igurer;  en  eiTet,  les  quantites  /,  /',  M,  de  meme 
que  /•  el  //,  ne  dependent  que  de  T,  en  d'aulres  lermes,  nechangcnt 
pas  quand  on  multiplie  o)^  ,  w3  }>ar  un  menie  uombre  m  ;  mais  alors 
r1  est  multiplie  par  —  2;  par  consequent  /,  /',  M  sont  dcs  fonctions 
algebriques  de  A  seul;  en  d'aulres  lermes,  il  existe  une  equation 
algebrique  cnlre  /  et  A,  et  une  equalion  algebriquc  cntre  M  et  A. 
(]cs  equations  sonl  dilcs  respectivoment  equation  modulaire  et 
equation  an  multiplicateur. 

339.  11  suffit  de  se  reporler  aux  formules  de  passage  des  fonc- 
lions  ^  aux  fonctions  sn,  en,  dn  pour  obtenir  les  expressions  de 
sn(f/,  /),  cn(w,  /),  dn(//,  /);  on  obtient  lout  d'abord  pour  les  con- 
stantes 


(  /'  ) 


ou  encore 


(LXXXV1.) 


Maintenani,  la  premiere  des  formules  du  n°  336,  en  y  supposanl 
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7.  —  3,  donne 


" 
ou,  en  rernpJacant  //  par  -—^.^^^ 

v  ri  -  -  ''.» 


(LXXXVII,)          sn 
13  c  memc 


3)  .n(^/)=dn/n-7n^- 


(LX\XVII) 


310.  Dans  ccs  divcrses  formulcs,  /'  doit  prcndrc  les  valeurs  /',, 
r->,  ...,  /•/,.  1  ;  on  les  Iransforrno  aiscinerit  en  supposanl  qu'il  prcnnr 
les  valeurs 


les  divers  produits  qui  fi^nrenl  dans  Jes  seconds  membres  se  pre- 
scnlonl  alors  coinme  des  foiiclions  ralionnclles  de  sn2?/;  en  par- 
liculier  pour  sn  (^  /) ,  le  resullal  auquel  on  parvienl  est  nalu- 
rellement  le  mcmc  que  celui  qui  resulte  iinmediatemenl  de  hi 
premiere  des  formulas  dti  n"  337,  pour  a  =  3,  savoir  : 


u 
(LXXXVIU)      sn  /  -M  •  >)  =  jjf  «"« 


«*  n  2  u 
u 


On  voil  Jci  apparailre  un  phenomene  analytique  sur  lequel  nous 
avons  appelc  deja  plusieurs  fois  I/attention;  y  etanl  une  fonclion 
de  u  qui  verifie  Tequation  diilerentielle 


330 
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il  existe  une  fonction  rationnelle  z  de  y  qui  v^rifie  liquation 
diflferentielle 

M»f£V=(.- 


M  et  /  £tanl  des  fonctions  alg^briques  de  k* 
On  a  de  m6me 


(LXXXVII) 


(5)     en     £,/    = 


(6) 

v    l 


i  —  £2  sn2  ar  o  s 


r0      0 

i-  sn2  w 


/r=  r,,  /%,  ...,  /•„     A. 


341.  G'est  des  formules  relatives  aux  fonctions  £,  ou  plut6t 
aux  fonctions  rf,  que  nous  avons  d^duit  ies  formules  de  transfor- 
mation des  fonctions  sn,  en,  dn;  il  va  de  soi  qu'on  aurait  pu 
partir  tout  aussi  bien  des  formules  de  transformation  relatives 
aux  fonctions  3;  nous  ferons  meme  observer  que  ce  mode  de 
calcul,  que  nous  laissons  an  lecteur  le  soin  de  d^velopper,  pr£- 
sente,  relativement  au  calcul  des  modules  transform^  /,  /',  un 
avantage  :  il  permet  d'obtenir  y/7,  \J  K  ^  avec  leur  signe;  on  a  en 
effet,  par  definition, 

Jl  -  ^2(°I71T)  //7_  ^4<^o|  /IT) 

~ 


et  par  consequent  (LI4) 


n 


(r  =  . 
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OU 

S" 

(LXXXVI,)  /<  =  (-,)'"' 


(LXXXVIO      //'  =  (/*')"  ||  5^77         (*•  =  ri>  ri>  •  ••»  r^). 

(r)  '     ' 

En  se  reportant  a  la  valeur  de  M,  on  trouve  enfin 


342.  Les  fonctions  sn(^>  V'cn\M'  /'^n(M' 
ment  aussi  par  des  sommes  de  fonctions  sn,  en,  dn,  dont  le  mo- 
dule est  /r.  Nous  parviendrons  plus  tard  a  ces  expressions  par  une 
voie  tr^s  simple  et  presque  sans  calculs;  mais  il  est  int^ressant 
d'observer  qu'on  peut  les  dedftire,  d^s  maintenant,  des  formules 
(LXXXVtI4_o)  en  decomposant  en  fractions  simples  les  fonc- 
tions rationnelles,  regard^es  comme  des  polynomes  en  sn2(  w,  XT), 
qui  repr^sentent  les  fonctions 


dnw 


Le  denominateur  commun  de  ces  fonctions  rationnelles  de 
sn2(w,  k)  n'a  que  des  racines  simples,  -commfe  on  le  reconnaitra 
facilement  en  se  reportant  au  n°  310.  On  a  done 


u     .\ 
M     ' 


sn2  u 


sna  i  —  A'2  sn2  w  snsrtr  o  4  i  —  A:2  sn2^  sn2ar  0 


fr 


Le  calcul  des  coefficients  Brse  fait  d'apr6s  les  regies  ordinaires  ; 


2Q2  CUCUL  DIFFfiRENTtEL. 

on  trouve  (  4  ) 


A 

en  «,.,<>  dna,,>0; 


puis,  en  tenant  compte  de  la  derni&re  forme  sous  laquelle  on  a 
mis  Mr 


_ 
-—' 

En  faisant  usage  de  la  formule  d'addition  (LXXIII4)  et  aprfes 
quelques  reductions  imm£diates,  on  a  enfin 

(Lxxxvn7)       S 


343.  On  parvient  au  m6me  r£sultat  en  observant  que  la  rela- 
tion (LXXXVI14),  que  Ton  peut  ^crire,  en  posant  x  —  sn  (  w,  /V) 


<«> 

(r) 


a  lieu  identiquement  en  a  et  T.  Or,  si  Ton  change  dans  cette  rela- 
tion u  en  u  -h  2ar>0,  ou  r  d^signe  Tun  des  entiers  i,  2,  ...,  n  —  i, 
la  quantit^  ^  est  remplac^e  par  ^  +  ^rL  :  done  ['expression 


ne  change  pas.  La  relation  (i),  envisag^e  comme  une  Equation  de 
n  en  #,  admet  done  les  n  racines 


ces  n  racines  sont  distinctes  :  on  le  d^duit  ais&nent  de  la  forme 
g£n£rale  des  solutions  de  liquation  snx  =  sna  (n°  310);  on  a, 
par  suite,  identiquement  en  x, 


x  TT  (a?*—  sn»  a,.|0  )  —  My  JjJ  sn«  a,,,0  JJ  (^2  A:1  sns  ar>0  —  0 


(r)  (r)  (r> 


(»)  Les  calculs  sont  d^velopp^s  dans  Enneper  :  Elliptische  Functioned  p.  3og. 


LES   QUOTIENTS   DBS  FONGT10NS   tf  ET   DES   FONCTIONS  5.  223 

En  ^galant  les  coefficients  cle  xn~  -l  dans  les  deux  membres,  on 
a  done 


d'ou,  en  tenant  compte  de  la  valeur  trouve*e  an  n°  341  pour  M, 


/«*    A     *M 
=  sn  VM'   i  "  ~T 


On  a  done  aussi 


sn 


De  meme,  on  a 


(LXXXVII) 


(9)     dn  (      ,  / M 


344.  La  substitution   des  demi-p^riodes   fco,,  — j  aux  demi- 

p^riodes  (1)1,  w3  donne  lieu  a  des  formules  toutes  pareilles  sur  la 
deduction  desquelles  il  semble  inutile  d'insister  :  nous  de*signerons 
par  Ep  E^J,  E'3,  X,  X',  A,  A'  les  quantit^s  qui  remplacent  alors  e{, 
^27  ^3,  A',  k1,  K,  K/;  nous  poserons  aussi 
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de  sorte  que  Ton  a 


(LXXXVIII) 


(LXXXVIIJ) 


345.  En  ce  qui  concerne  les  fonctions  Sj  citons  les  formules 

ar      \ 
H  --  u>3  ) 


TT 
I   I 


«, 
~ 


Observons  aussi  que  la  transformation  qui  consiste  a  diviser 
1'une  des  p^riodes  par  un  nombre  impair  peut  £tre  combin^e 
avec  la  transformation  lin^aire. 

Par  exemple,  si  Ton  remarque  que  la  substitution  des  demi- 
p^riodes  (w4,  (i>a-f-  a/xi)^)  aux  demi-p^riodes  (toM  a>8)  rentre  ma- 
nifestement  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XX0)  et  que  dans  ce  cas  la 
suite  des  indices  a,  (3,  y  n'est  pas  alter^e,  on  voit  de  suite  qu'on  a, 
quel  que  soit  1'entier  /?, 

F 

"L 
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346.  Voici,  d'autre  part,  les  r^sultats  auxquels  on  parvient  en 
ce  qui  concerne  \/X,  y/V,  M etles  fonctions  sn  ( ^  \  j>  en  (-jz*  X  j> 


(LXXXVIII) 


(4) 


M  -  TT     cna<>>r    _.  jA_. 

JL X  dnao,r snao,r       (y/yt)'1 


sn  #<),/• 


(LXXXIX) 


w     ..  \  "|  T  cn(?£-4-<Z0  r) 

T,>  A  }  —  cnu  I   I — 

M.       J  JL  JL         cn  <^o,r 

(n 

,     /  w     ^  \  "|  r  dn(?/  H-  <Zo,r) 

dn  I  —»  A     =  dn  u  I  I   - — p— —^ 

\M      )  AJ.      dn(a0,r) 


(LXXXIX) 


(3) 


(4)     sn    -r^,  X  )  =  Ti 


(5)     cn     If 


dn2a0i/.  sn2  u 


(LXXXIX) 


(6)  dn(",x)=       dnaff      --     - 

^    x          \M      /  JLl.  i  —  /t2sn2a0,rs 

(r  i 

/'•  =  '•„'•„  .-M^n-l 

/  u     .\       kM 

(7)  sn  (  ^'   ^)  =   "A"" 


(8)    (—  i)"T"cn 


(9)    (-i 


^>  Xj  = 


Jlf 


*  =  r0, 
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347.  Les  formules  concernant  la  multiplication,  par  un  nombre 
entier  impair,  de  Pargument  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn, 
peuvent  £lre  d^duites  de  diverses  manures  des  formules  pr6c6- 
denies  concernant  la  transformation  de  k  en  /  et  celle  de  k  en  X. 
En  tenant  compte  des  formules  (LXXI6_8)  et  (LIV),  on  obtient, 
par  de  simples  divisions,  les  relations 


(i) 


(XC) 

(p,v) 


(a)  cn(»«)-(^)        II 

(3) 


ou  les  indices  r,  JJL,  v  parcourent  les  valeurs 


L  =  o,     /*!,     r2,     .  .  .,     r,,-i, 


On  peut  mettre  ces  relations  sous  une  forme  ou  ne  figure  pas  le 

S" 

factenr  (  —  i)(r)  .  II  suffit  pour  cela  de  prendre,  par  exemple,  pour 
Je  syst^me  de  nombres  o,  /-<,  r2,  .  .  .  ,  /v?-<  le  syst^me  de  nombres 
o,  ±  i,  ±  2,  .  .  .  ,  zh  -^~~-  Mais  on  parvient  aussi  a  ce  r^sultat 

en  prenant,  pour  le  syst&me  de  nombres  o,  rn  r2,  ...,  /'//_<, 
le  syst^me  de  nombres  o,  2,4?  •••?  2(71  —  1);  on  voit  ais&ment 
que  Ton  a  alors 


yj? 

^    " 

(r     \  ««—  1 
i/r) 
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ou  les  indices  jx,  v  parcourent  les  valeurs  JJL  =  o,  i,  2,  ..., 
n  —  i ;  v  =  o,  i ,  2,  ...,  n  —  i.  Les  seconds  membres  de  ces  der- 
ni&res  formules  ne  changent  pas  quand  on  y  remplace  [X  par  |x-f-/i 
ou  v  par  v  +  /i;  ces  £galit£s  restent  done  vraies  quand  les  indices 
[x  et  v  parcourent  les  valeurs  pi  =  r0<  r< ,  r2,  . . . ,  rn_{ ;  v  =  rj,,  r\ , 
ra>  •  •  •  ?  r«-p  les  n  valeurs  que  prend  JJL  <*tant  incongrues  (mod.  n), 
de  m$me  que  les  n  valeurs  que  prend  v. 

Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  Ton  aurait  pu 

2- 

se  d^barrasser  de  la  m£me  fagon  du  facteur  ( —  i)(r|  dans  plusieurs 
des  formules  precedentes. 

348.  Pour obtenir  les  expressions  desn(nu),  cn(ftw),  dn(nu)ea 
fonctions  rationnelles  de  sn2^,  il  suffit  de  prendre,  dans  les  for- 
mules (XCi_3),  pour  les  nombres  o,r4  ,r2, ...,  rn,^  les  nombres  o, 

±r^  di/-,,  ...,  ^  >'n-i  el  d'appliquer  les  formules  (LXXIV). 

2 

On  obtient  ainsi,  pour  la  fonction  sn,  la  relation 

sn1  u 


[-*2 

ou  1'indice  JJL  prend  les  valeurs  o,  ro  r2,  .  . . ,  rn_^  et  ou,  a  la  va- 
leur  JJL  =  o,  correspondent  les  valeurs  v  ==/*,,  r2,  .  .  .,  r«_,,  tandis 
qu'aux  valeurs  [*  = /*4 ,  /'a,  .  ..,  rn_^  correspondent  les  valeurs 

s 

2 

Pour  f/  ==  o,  on  en  d^duit  J'^galit^ 


on  a  done 


sn(nw)  =  n  sn  w  I  I rr ^ 

JLX  i  —  A?*sn*au.v! 


CALCOL  DIFFfiBBNTIEL. 

On  a  de  mfime,  par  un  calcul  tout  semblable  ('), 


(XC,) 


n 
j- 


et 
(XC,) 


n 

1  —  ^« 

<|A,V) 

/'m—  o,  v  =  rj,  r»,  . 


349.  En  remplagant,  dans  la  formule  (LXXXVII7),  T  par-, 
les  quantWs  k,  Kt  /,  L  se  changent  en  X,  A,  Ar,  K;  cette  formule 
deviendra  done 


(r) 

(r  =  r0,  n,  ..  ., 


w 
d'ou,  en  remplagant  —  par  u, 


nkK 
TXT 


(r) 


.    D'autre  part,  la  formule  (LXXXIX7)  donne,  en  y  remplagant  u 
par  u  -i — —  * 


(•)  Ce  sent  les  formules  m^mes  de  Jacobi  (GFaww,  1. 1,  p.  121). 
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On  a  done  finalement  ( ' ) 


)  n  sn(/iu)  = 

(r) 

De  mSrne 


(XC) 


(r) 


n—  1 

(12)     (—i)   2    7i 


350.  Si  Ton  pose 


=  #,        sn  (  -^.>  X  J  =/, 


on  a 


et,  par  consequent, 


Gette  Equation  diflf^renlielle  est  done  v^rifi^e  identiquement 
en  x,  quel  que  soil  7,  si  Ton  y  remplace  y  par  la  fonction  ration- 
nelle  de  x,  que  Ton  obtient  en  faisant  mu  =  x  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (LXXXIX4)  eU,  M  par  les  expressions 

(LXXXVIII3}5). 

Observons  aussi  que  si  Ton  change  T  en  T  +  2m,  oil  m  d^signe 

un  nombre  entier  quelconque,  gr  ne  change  pas,  tandis  que  qn  de- 
vient  e^g";  k*  =  ^(T),  K=  Y(~}  ne  changent  Pas»  non  Plus 


(»)  Comparez  ABEL,  OEuvres,  1.  1,  p.  3i8. 
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de  sorte  que  a^v  devient  a^.^m^\  (/£=y(T)  est  remplac^e  par 
a)  =  v/?J//f ;  les  quantit^s^,  A,  M sont  remplac^es  par  Am, 

m,  OU 


T  H-  277l\ 
71          / 


Am  =    ~    ! 


T  H-  277l\ 

~~ 


La  substitution  de  T  4-2/71  a  T  change  d'ailleurs  les  seconds 
membres  des  relations  (LXXXVIII8j5),  et  Ton  a 


cna8m,r 


(r) 


(r  =  rt,  r2,  ...,  r«_j). 
La  relation  (LXXXIX4)  est  remplacde  par  la  suivante 


u      i     \          i 

T>—  >  *m      =   -«V- 

Mm      m)       Mm 

/r 
\ 


__ 
sn2a2/w,,. 

-  — 


=  r,,  r2, 


puisque  le  changement  de  T  en  T  H-  2  (qui  change  A*  en  —  A1)  n'al- 
t^re  pas 


/  M 

sn(w,  A:)  =  -- 


Mais,  si  Ton  pose 


(w,  A:)  =  ^,        sn  f  jjr- 


on  a 
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et,  par  consequent, 

__  dym  _        __  do^  _  ^ 
~  ' 


Ainsi,  si  1'on  se  donne  un  entier  positif  impair  quelconque  n, 
liquation  dififerentielie 


dy 


M  /(i~ 


est  v^rifi^e  identiquement  en  x,  si  1'on  y  remplace  JK  par  une 
quelconque  des  n  fonctions  de  or,  que  Ton  obtient  en  donnant 
a  /n  les  valeurs  o,  i,  .  .  .,  n  —  i,  dans  le  second  membrede  liqua- 
tion PnOi'E-TTY  OF 

ijiSl^ 


rsru  r2,  ...,  ^^. 


et  y//,  M  par  les  expressions 


M  = 

i™*(\/kr 

(r) 


(r) 

1 


Elle  est  d'ailleurs  aussi  v^rifi^e  identiquement  en  x  si  Ton  j 
remplace  y  par  Texpression 


/-• n-1 


/r  =  ri,  /'2)  -•-,  ^-A> 
et  y/7,  M  par  les  expressions 


(r) 


CALCUI  DIFF^RBHTIEL.  —  LES  QUOTIENTS  DBS  PONCTIONS  rf, 


/r  =  rr,  n,  ...,  r^ 

de  sorte  que,  pour  cheque  enlier  posilif  impair  donn6  n,  nous 
connaissons  /&  -4-  i  solutions  rationnelles  de  liquation  diflferenlielle 
pr&^dente. 

La  quantit^  T  ne  figure  pas  explicitement  dans  cette  Equation 
diflferentielle.  On  a  annoncS,  au  n°  338,  que  I  et  M  sont  des 
fonctions  aig^briques  de  k\  la  m£me  assertion  s'applique  aux 
quantit^s  X,  M  et  aux  quantites  Xm,  Mm,  en  sorle  que  Ton  peut 
dire  que  liquation  diflferentielle 

dy  ___  dx  __ 


doit  6tre  aussi  bien  v^rifide  identiquement  en  x  et  quelle  que  soil 
la  quantit^  k,  &  condition  que  Ton  prenne  pour  /  et  M  des  fonc- 
tions alg^briques  convenables  de  k.  D'ailleurs,  les  n  -f  i  solutions 
rationnelles  de  cette  Equation  dififerentielle,  solutions  dont  on  vient 
d'indiquer  la  formation,  dependent  manifestement  de  Tender  po- 
sitif  n. 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  de  pressentir  Timportance  du  sujet 
que  nous  ne  faisons  qu'effleurer  ici  et  sur  lequel  nous  reviendrons 
plus  tard. 


FORMULES. 


FORMULES. 


xo 


(3) 


(5) 


81D  ITU  =  KU 


It  COtlTM  =   — 


I. 

IT 


u—  n        n 


TT 

JLJL 


sinua 


:  e-ajtcolTOJ 


}  - — — — — 1 I  =  ir[cotir(u-i-  a)  —  cotTt«J. 

(  u  -+•  a  —  n       n  —  a^          i          \  /  J 


ii. 


— 


1" 


n 

$ 

d   . 

.  -  -  log  tfu  =  --  h 
du     & 


(3)        pu=-\ 

(4) 

(5) 

(0- 

(3) 
(4) 


(u  — 


III. 

U  |  Xc^!,    Xa>3)  r=     X    ff  ( 

tt|XcOi,   X(03)=    -J.     JC 
A 

p  (X  w  I  Xto,,  Xa>3)  =  ^ 


FORMULES. 


(3) 


(5) 


(2) 

(3) 


(a) 

(3) 


(5) 


IV. 


i  ,    V*('}  l 

jj,          ^3-140^      7e^ 

s 
,,  co3),       ^aCXwi,  Xco3)  =  X 

V. 


u  •+•  a  —  ^ 

T 


VI. 

20)0  =—  c«TQi(» 


236 
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Dans  toutes  les  for  mules  qui  suivent,  a.  (3,  y  sont  les  trois  nombres  i, 
2,  3  ranges  dans  un  ordre  quelconque. 


,  , 
0) 

(2) 


VII. 


—  a) 


a-ha)a'(u  —  a)a'(^-f-c)  3  (b  —  c) 

—  a) 

—  6)  —  o, 


(3) 


(  r>  ) 


j  I     r/   rp'azpp'al 

p(u  +  a)  =  pu  --   -  -     i—^^- 
I  r          2  du  L  p^^  —  pa  J 


p  r  2  u  =  \(  p  M  —  e  i  )  (  p  u  —  €  2  )  (  p  u  —  e  3  )  , 


ff*  = 


2    p  U  —  i 


(«oc— 


(4) 


VIII. 


«;  £  »  g)  =  5^ 
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(I) 

U) 

(3) 


IX. 


».  375.7 


u       22 . 3 . 5         22 .  :5 . 7 


2'2.7  a*. 3. 52 


X. 


^2(0,      . 


7T  2  W  i 


/i-«  [  sin2TT — -    I 

n, J^ 
I                  •     o       ^^3    I 

"=•  L    sin  ^r.J 


,  i 

(-1)      yM  =  Jl- 

7 


Tt  TT  II 

-  cot    — 

2(0!  '210! 


Wj 


COt  IT 


COtTT 


7J  <03 


20J] 


^d      .  M  —  2«OJ3 

/,   sin2 ii — 


XI. 


Ci) 
(3) 

(4) 
(5) 

(7) 


i38 


CALCtH  0IFFfiRENTIEL, 


XII. 


(4) 

(5) 


(0 


)  =  o,      OaU)a  =  o 


or  (  a  +  2  u)a) 
tf«(»  H-  2toa) 
rfp(w  +  2u>a) 


(3) 


(6) 
v  ; 


XIII. 


—7)30)!  =7)2U)1~T<1t02  =  --, 


4)    A-«i  =  *V«i-«a» 


si  la  partie 
rielle  de  ^ 

M[l 

est  positive. 


XIV. 


(2) 


FORMULBS, 
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(i) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


-  = 

(a) 


(a) 


(4) 


(5) 


XV. 

(u  •+-  a)  3(u  —  a)  =  tf2  u^\ 


-  a)  =  a'Stta'ga  —  ( 
—  a)  =  tfutfxU  tf  pati 


XVI. 


XVII. 


TllH-w,p»,= 


rt-l  COS2U  —     ---  • 


=  ^  2  •—  d^rs; 


YhK*          1 

r  =  e2wi  cos- 


_=.r 

0- 


.    _ 

sin2  — 


.„[- 

n  • 

"='  L 

^^r 
iw-n  - 

.=•  L 


.    .   TTM 

sin2  - 


CALCCL  DIFFfiaENTlBL, 


(I) 


(3) 
(4) 


XVIII. 


w',,  to'j)  =   X 


i       I  u 

=—  pt   y 


a»i 


It),, 


,io,j, 


(a) 

(3) 
(4) 


XIX. 


—  be  =  it  i, 


(a) 


(0 


XX. 


Hj-4-  H2-h  H3  =  O, 

,      TZl 


i,  Q3)  =  tfx  (a|  wi,  cos), 
i,  09)  =  cT(t(tt  I  <"i»  «a)i 


FOBMUIKS. 


XX  (FIN). 
(6) 


a 

b 

c 

d 

Qi 

®2 

&3 

X 

n 

V 

1° 

i 

o 

o 

I 

0)j 

0)2 

0)3 

I 

2 

3 

2° 

i 

o 

1 

I 

0)! 

0)3 

0)2 

I 

a 

2 

3° 

i 

I 

o 

I 

0>2 

0)i 

0)3 

2 

I 

3 

4° 

i 

I 

1 

0 

0)2 

0)3 

0)t 

2 

3 

I 

5° 

o 

I 

1 

0 

0)3 

0)2 

0)! 

3 

2 

I 

6° 

0 

1 

1 

I 

o>8 

0)j 

0)2 

3 

1 

2 

(7) 


TCI 
—  , 


Ttl 
—  • 


E3 


i—  E3 


l  —  E2 


(—1) 


(—1) 


(-0 


(—1) 


A-t-rf—  1 


rt-4-6—  1 


»(—  0 


"(—  -0 


(—  0 


(—  0 


T.  et  M.  —  II. 


16 


CALCl't  DIPFERBNTIEL. 


XXI. 


(r) 


" 


—  TEET 

(r)  a  I       „       / 


(r) 


(r) 


(r) 


(4) 


(  en particulier :    r  =  t,  2,  . . .,  n  —  i  ow  r  =  ±  i,  ±  2, 
\ 


(5) 
(6) 
(7) 


H3  = 


*2  r  -h  r  —  n      \ 

—  •  —  "0 


(r, 


•  =  r0, 


{en partieulier :  r  =  0.1,2, ...,  n  —  i  ou  r  =  o,  ±i,  ±a, ...,  ±  —  ^—  J« 
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(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(I) 


(3) 


XXII. 


/      wi         \ 

f  M     j    U>3  )    = 

\          2  / 


,    W3  )    =  27)3-4-  ^tog, 


•)- 

Wl  \ 

2   '       V   ~~ 


H2-h  H8=  O, 


(iDj 
T 


W3 


0)t 

—  >  w3  I  =  e\ —  2  v^^! —  ez  v^i —  < 


XXIII. 


-•J.^^e-^f^-v/,-^ 


^,a>s=re2    (a*2 


{  —  e8  H-    «i— 


=  e  2   a*1  u  (p  u  —  et  -t-  v/ci  — 


CiLCUt  DIFPfiftEKTIBL. 


XXIV. 


CSM« 


—  j  =  e 


(3)  p(w|<*>t,~j  = 


—e8  = 


_  ^ 


(4) 


Hi  =  i 


n;  =  i 


l<*i,- 


63  C0|, 


Hi  H-  HS  -h  H3  =  O. 


(5) 


E'  . 
i  —  , 


B;  =  : 


coft 


W3\   __         __         /      _ 
'     2   /          C3         2V^ 


=  e3  -4-  2  yej  — 


PT 


FORMULES. 


345 


(I) 


(2) 


(3) 


XXV. 


tfl  (  U  I  to)  i,  —  j   =  6    *     tfiHO'sW: 
.    /      ,  W3\  — -  /     . 

o^j  (  w   b>4.  —  1  =  e  *   (cs'J « 
a\  2  /  v    8 


(w     \ 
"I  w»'  "^)  = 


=  e^*  \/gi  — 


M  -+-  Veg— 


CALCDL  D1FF&RENTIBL. 


XXVI. 


(I) 


*     M     = 


~ 


(a) 


f  en  particulier  :  r  =  i ,  2, . . . ,  /i  —  i  OM  r  =  ±  i ,  ±  2,  . . . ,  ±: j  • 
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(3) 


XXVI  (FIN). 


-  n 


ar 

— 


(4) 


U    —  i 

n 


(5) 


L_ 

r  _ 


l 

1  h 

J 


/r=r!,    r2,    •••,    rg_A 

/  • 

f  ew  particulier :  r  =  i , 


CUCCL  DIFFifUWTIBL. 


XXVII. 


(a) 


(en  particulier :  r=i,  2,  ...,/i-i  OM  r=±i,  ±2.  ...,±  -""- 
\  '2 


(r| 


*.(B  |  M>,  •£)  =  e'"f,  tfaM JJ    tf« « 

<r,|_ 


-I 

u  I 

J 


/>  =  r1}  /•,,  ...,  /v_i\ 
(  en  particulier  :  r  =  i,  2,  .  .  .  ,  ^- 


FORMULES. 
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Dans  les  formules  XXVIII  et  suwantes  la  partie  reelle  de  ~ \  est 
supposee  positive. 


XXVIII. 


(i) 


(3) 


TCI 

2   ' 


2(0! 


(4) 
(*) 

(6) 


a5o 


(0 


(3) 


(3)' 
(4) 


CALCUL  DIFFfiRENTIEt. 

XXIX. 


20),    Z  — Z 
IT  21 


- 
^  w  


•IF 

»  =  1 

-n 


7 

(I  — 


«y,  ,,  o« 
=  cost>Tue2rliwipS 


71  =  1 
71=00 

n 

71  =  1 

71  =00 


O',  M  = 
3 


I  —  q*n-ijs-*  rf  l  —  72"""1 


J— 


TT  I 
11 


XXX. 


r    n=*        i 

i+2(T^i 

L  n  =  l  J 


2r),w,=ir« 


r     ^=fl° 

=„.  i_y_l2!!_ 

6         ^(l-j)M)l 

L        "  =  i  • 


FORMDLBS. 

XXXI. 


it 
* 


-m- 


,  — e3= 


7T 
20)! 

7T 


(3) 


I       IT12 


(4) 


a5a  CALCCL  DIFFSEBNTIEL. 


XXXII. 


»+- 

(i)      ^(pjsa  N  (—  .  \)*iq 

71  =  0 

/       1\« 


(2) 


(3)        38(P)  =  I-h  N  2^n' 


n=l 

n  =  » 
(4)        ^k(P)=  H-(—l)'l20/l1  COS2/1-JTP  =  I  — 


(5)  ^i(^)=  agroy* 

(6)  3rs(i;)=  2^0^*  cos  Pit 

/?  —  w 

(7)  &«(<>)=  ^0  I    I  (l-h  2^2/t-1  COS2PTT  4-  y4w~2 

(8)  ^4(^)= 

0) 


/     x 
(u) 


FOBMULES. 


XXXII  (FIN). 


a53 


(a  Mi) 


iz  -t-  z~i  -t~w 

(66w)        p2(*)=2?o?* J_J_ 


(8  6u>      p»w  =  y.JJ  ('  -  y*"-1*-1 


GALCUL  DIFFfiRENTlEL. 


XXXIII. 


(i) 

(2) 
(3) 
(4) 

(5) 

<•> 

(7) 

V// 


(9) 


(12) 


tfu  = 


FORMCLES. 


a55 


13) 


(5) 


(6). 


(7) 


(8) 


XXXIV. 

Zdros  (modulis  i,  T). 


* 

* 

* 

a* 

1 

r  -t-  T 

T 

0 

2 

'2 

2 

•  -0  =— 


A= 


B  =  q~*e-**vi 

(P  -t-  m  -f-  /IT)  =  (—  i)/»+»$r-»le-* 
(p  H-  m  -+-  TIT)  =      (-  0'"  g-n*e-* 


CALCUL    DIFFfiMNTlBL. 


XXXV. 


(O 


(3) 


(5) 


(6) 


=  o, 


•-.(0- 


=  o, 


-1=0, 


I     f      ( 

<  5(T' 

( &:: 


r—1  2r3(o), 


/3  (I)  =  — ««y 


.  H-  ni)  = 
,  -f-  /IT)  =(- 


2r'3(m  +  /*T)  = 
3r't(m-H  nx)  =( 

&r  /'+-^  ^_ 
,^  *  i  -        —  i  — — 


PORMULES. 


257 


XXXVI. 


(0 


*H-a    '+a    ^-t 

—  IH-  2  ^  -h  '2  q**  -h  a  79 

—  i  —  27  -+-  •ig'^  —  -A^»  - 


(0)  =  909-2, 


(3) 


2  —  et  \/e,  —  c,  /c,  —  es  =  —  —  .t  2r',2  (o) 


—  .t 


(5) 
(6) 


T.  et  M.  -  II. 


a56 


CA.LCUL    DIFF&RKNTIBL. 


(5) 


(6) 


XXXV. 


I  9r'^i)  =  — 9r't(o), 
)  »;  (i)  =  o, 


-1=0, 


=  — »»*$-•  a,  (o), 


Trgr     *&4(o), 

*  3r3(o), 


•(0- 


.  -t-  /I  T  )    =  ( I 


—  a/iitir— "* 


(  m 


&;CL±2W_^,-*&l(o). 

*\r^/  *  ••   N       /• 


FORMULES. 


267 


XXXVI. 


=  1  +  2  9-1-29*  +  2  ^9  +..., 


=  i  —  a  y  +  a  y  * 


(3) 


.j  =  &;  (o),         ^2  -  e,  =  i~ 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


T.  et  M.  -  IL 


'7 


CALCUL 


XXXVII. 


(I) 

(a) 

(3) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

(8) 


r  -+-25*-*- 


o>]» 


FORMULES. 

XXXVIII. 


269 


(3) 
(4) 

(5) 

(6) 
(7) 


(10) 


(12) 


('4) 


7V(2V+1) 


«<> -*•- 


x(*) 


^--, 


I      _J_9(i) 
==        12- 


a6o 


CAT.CIX  DOTfiRENTIEL. 


(0 


(3) 
tt) 

(5) 


XXXIX. 


T        .,    .     . 

6  3,  (o) 


XL. 


y/et—  e^^M'tui,^)  —  y/Ci—  et<f,(u\  « 


FOiSCLBS 


XLI. 


(a) 

(3) 
(0 


(5) 


(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 


HtQ3— 

U 


it  i 
—  > 


C-t-  d-c 

T  =  --  7—  > 

a  -t-  Of 


- 

Qt 


|  T), 


—  E3  = 


iQi 


QoQj, 


V|T). 


CALCOL   DtPFfiRBNTIBL. 


XLIL 


(i) 
00 

(3) 
(4) 

(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


e"  /a 


T)  =  2Tj(v  I  T), 

t)  =  3r8(v|T), 
*h)=Sr*(v|T)f 

•  bit  —  fir  b  '  —  3  b 


(\      b(a-+-d  —  3) 
T  j  *       2         si  b  est  impair  et  posit  if , 

fb\    fl<»"^+c)--« 

'  —  )  i         2  si  a  est  impair  et  posit 'if ', 


„/  «6 


I'. 

2°. 

3°. 

4°. 

50. 

60. 

m' 

—  I 

—  i 

—  i 

—  i 

6 

6 

m' 

—  I 

b-^-d 

—  i 

b^rd 

—  1 

—  I 

mw 

d 

—  i 

d 

—  I 

—  I 

—  I  , 

FORXULES. 


363 


XLIII. 


(0 

(3) 
(4) 

(5) 
(6) 

(7) 

(8) 
(9) 

(10) 

00 

(12) 

03) 
04) 


2rt(o|T-t-i)=v/»3f«(o|T), 


&i(o  I -£)=-•?• 


(16) 


"-0=  S* 


a<>4  CALCUL  DlFFfiHBNTIBL. 


XLIV. 


(3) 
(4) 


XLV 

(i)  h(t  +  i)  = 


FORIULES. 


265 


(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

(9) 
(10) 


XLV  (FIN). 


--      =^h(T), 


<p(T  +  an)       =  j»<p(T), 

?(r=zr^)  =<?(*). 


•  1711  / 


T  \ 

--   )   =   ^ 
I  —  2/lT/ 


-+•  2/1  -+-  i)  = 


/  x 

(  —  -  —  )  =  * 

\  I—  2/2T/ 


a66 


CILCUl  DIFPfiRENTIEl. 


XLVI. 


-T 


+(»)  = 


(*  /7^> 

2)r 


1° 

2° 

3° 

4° 

5° 
6° 


(b-c)(bcd—a) 


I  =  I 


b  —  c)  (abc  —  o 
II 


a  +  d)  (abd  —  c)  . 
12  i 


—  6) 


I  =  I 


x('). 


FORMULES. 


267 


(4) 


(5) 


(6) 


(3)  \ 


XLVI  (FIN). 


=    (sa)' 


X(T)=  re 


/2\ 

=  -  (5) 


h(t)  =  (f 


CALCOL  DIFPftftBNTIEL. 


XLVII. 


(0 


Q  =  grS  = 


Qo  = 


V=l 


Qj  = 


(3) 


Qj= 


I 

^ 


|  2T) 


(4) 


FORMULES. 


269 


(i) 


(a) 


(3) 


(4) 


Q'o  = 


XL  VIII. 

1  Till 

-  ?v),  Q'i  = 

v-l\ 

<-?      V,        Q'>  = 

ra,      Q'I  =  ^-  = 


-  ?v), 


I 


3i(«' 


i)~ 


1  (o 


370 


CALCUL  DIFFfiRBfCTIEL. 


(0 


(3) 

(4) 


(6) 
(7) 


(8) 


XLIX. 


4/*(aT)  = 


«P(T)=I 


FORMULE9. 


371 


XLIX  (FIN). 


(9) 


TIC/ 

"*"!»«>, 


(T-l)ltl 


h(t) 


h(T) 


(10) 


v/,_tf»(T)=  y/2- 


L. 


GALCUL    DIPPfiRBNTlEL. 

LI. 


to, 


-v-  =  Ql  Oo 


0) 


(3) 


Q  =  g"  =  en 


Qo  = 


v  =  i 

I 


Qi  = 


(r) 


v      </•) 


-ir'      V,. 


(4) 


(0) 


(8) 


FOHMULES. 


v  ,. 


273 


(r) 


(r) 


(r) 


(r= 


-^""nT5 

"••  L 


/IT)  =  -r- 


•] 


/r  =  r!,rs,  ...,  ^n-iV 


T.  et  M.—  II. 


18 


a?  4 


CALCUL   DIFFfiREKTIEL. 

LII. 

2  10 1 


~ 


&»(o)  =      = 


(a) 


~ 


Qe  = 


VL=1\ 

'-?    "     ), 


IT 


( 

/7~.iif/y  —  21  / 


T 


/I*  — 1 


FORHULES. 


(4) 


LII  (FIN). 


(5) 


(6) 


=  r,,  r,,  ,  ..,  /^-j  ), 


en  particulier 


=  ft1=^3  =  ^  =  -',  pour  r  =  ±i.  ±2,  ..., 

' 


/r  =  r,,  rs,  ...,  r      A, 

\  2     / 


/'-  =  '-,,  7-j, ...,  /V_A. 


CALCUL    DIFFfeRENTIEL. 

LIII. 


(r) 


<  > 

y  ( n  T  ) 


(3)  >(T) 


(r) 


(7) 


"P  \  » 
(8) 


(r) 


FORMULES.  377 


LIV. 


u.         vt 

""" 


^,  V) 


((I,  V) 


(  {A,  V) 


378 


(0 


(3) 


(4) 


(i) 


(3) 


(4) 


CALCUL  DIFFfiBENTlEL. 

LV. 


A  _•_*=. 


4>  (  U  -h  2  Wj  ) 


=       h 


(r  =  o,  t,  2,  ...,  A—  i), 


LVI. 


(5) 


FORMULES. 


'79 


(0 


(3) 


(4) 


T  = 


LVII. 

+  b)  3rp(a  -  b)  2rp(  c  -t-  d)  2rp(c  -  rf), 
-t-  e)  Srp(«  -  c)  2rp(rf  4-  6)  2rp(rf  -  b), 

-  c), 


Ts—  T',  —  T![  = 


Tt-T',-T;  =  o, 

T,  =  T'S  +  T',=  TJ  +  TJ, 


LVIII. 


(2) 
(3) 


X 


r  =  0 

X  2r  3  [  $*  — 


ap  (a  ^- 


r  a  p  T  |  a  p  (  a  +  p  )  T], 


2T 


CALCUL   DIFFfiRENTIEL. 


(I) 


LIX. 


&Q  U  PU  

=   — £~-   = 


fpu  — 


(3) 
(4) 

(5) 
(6) 


(i) 


(3) 


(4) 


pu  = 


=  eaH 


—  S 


ya 


LX. 


Sao  (M  -H  <oa)  =  —  /««— 


Sao  (WH-  cop)  =  /ep— 


(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
(7) 

(8) 


FORHULES. 


LXl. 


381 


(1) 
(2) 
(3) 


LXII. 

0)  raV«)  =  lea-e(5 

(2)  ^('0  =  ['  +  (ea 

(3)  {ft  (a)  =[i-$r( 


LXIII. 


a8a 


CALCUL  DIFFfiRENTIBL. 


LXIV. 


(0 

(2) 

(3) 


g  - 


LXV. 


—  a)  = 


5*  it  —  fs  a 

^—  -  -  — 


j-a)  = 


?OY(W  —  a)] 
^  t  SOY  (w  H-  a)  —  ?or  (M  —  «)] 
w  H-  a)  -+-  5py(M—  a)] 


=  ^oy^  J 


ay 


—  ?py(M  —  a)]=  —  2(ep  — 


(0 


(3) 


LXVI. 


,  0), 


FORMl'LES. 


a83 


(I) 


(3) 
(4) 


(6) 

(7) 


LXVII. 




=  y^i—  g3?o3( 


sn 


/      / 
(u  yei  — 


'/—  -  '-  —  ' 
VP  u  -  e3 


—  6J3 


(3) 


LXVIII. 


sn'w  =  cnwdnw, 
en'  u  =  — 
dn'w  =  — 


(0 

(a) 


LXIX, 


sn'w 


384  CALCUL    DIFFtiRKNTlEL. 

LXX. 

(i)  sn'*w  =  (i  — 


(2)  cn'*u  =  (i  —  cn2w)  (i  —  k*  -t- 

(3)  dn'*w=:(i  —  dn*w)  (dn«w  —  T-4-X:*). 


LXXI. 

(')  to,/^!— es  =  K, 

(2)  toav/^7—  e3  =  iK', 

(3)  K="&J(o|T), 

(4)  i 
(5) 


snu  —  —— r-, 

'*  ^  (A) 

(7)  cn  w  =  — — 

(8) 


Fig,  i, 


=  sn(a,  k). 


et-i-Kv 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


a86 


CALCDL 


LXX1I. 


(i) 


O> 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


sn(  — 
cn(  — 
dn(  — 

sn  (  u 
en  (w 
dn(w 

sn  (w  - 
en  (  u  - 
dn  (  u 

sn(w 
en  (  u  - 
dn  (  u  - 


,  A)  = 
,  X:)  = 

-  2  K  ) 


sn(  u,  A"), 
cn(w.  A~), 


—  sn  u, 

—  en  M, 
dnw, 

sn  w, 

—  en  w, 

—  dn  w, 


=        cnu, 
t'K')  ==  —  dn  «, 


K)==™", 
dn  it 


en  (w  H-  K)  = 

dn(«  -f-  K)  =  k'  -_ —  , 
d  n  u 


d  n  u 
j 


sn  (u  -+-  fc'K')  =  -. > 

k   sn  w 

,  ._,.,  t    dnw 

en  (w  -f-  «K')  =  —  7  » 

7  A:    sn  w 


dn  (  u 


.  en  i 


sn  . 


sn 


cn( u  H-  K 
dn(w  -+•  K 


i    dn  i 
k    en  v 

.  k' 


~  -- 
A*    en  u 


en 


FORMULBS.  287 

LXXIII. 

sriMcnadnaH-snacnwdnw 


v  »; 
(a) 
(3) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

cnwcna  —  snwdnwsnadna 

v            '                  i  —  A2  sn2  u  sn*a 
A    t            N       dn^dna  —  A:2  sn  w  cn  u  sna  cn^ 

7                    i  —  A2  sn2  u  sn2a 
9,  sn  M  cna  dna 

v            x           v            y        i  —  A1*  sn2M  sn2a 
2  sna  cn  w  dnw 

v             7            v             '        i  —  A2sn2wsn2a 
a  cn  M  cn  a 

v            x           v            x        i  —  A2sn2wsn2a 
x             N       —  '2  sn  zj  dn  M  sn  a  d  n  tf 

cn(MH-a)       cn(w       a)            ,  _  ^2  sn2^  sn2a      J 

^             ^            ^             '        i  —  A2  sn2w  sn2a 
j                        —  2  A2  snw  cn  w  sna  cna 

«Jii(m.  a)      dn(«  •  a)             .  _  |.i8nia9nia 

LXX1V. 


sn(w-f-a)  sn(w  —  a)=  rr — ; —  > 

v  ;       v  y       i  — A2sn2wsn2a 


(2)  CII(M  -4-  a)  cn(>  —  a)  = 


\  —  A*2  sii2a 


dn2 a  —  A:2cn2a  . .. 
(3)  dn(«-t-«)dn(«-«)=       ,_A.2snJasnZM 


CALCOL    DIFFfiRBNTIEL. 


LXXV. 


0) 


El 


(p.  -  )  =  4  v/ea— e*  V 
\     V         t 


(3) 

(4) 

(5) 
(6) 

(7) 


El 


El(i,l)=^          E 

E1O  H-  m-+-/iT,t)  = 


El 


a;  /i  —  py'+j*-t-7  y/i  — 


LXXVI. 

H(*)   =&,(£) 


(2) 

(3) 
C4) 
(5) 

(6) 
(7) 


e/~\ ' 
i  (  X  )  —  . 


CD27  = 


FORMULES.  289 

LXXVII. 

H  (tf-t-awiK)  =  (  —  i)«H(ar),          8  ( a?, •+•  a m K )  =  8  (a?), 


/  H  (a?-4-aim'K')  =  (—  i)/MAH(a?),     8 

]  Hi(a?-h  auw'K')  =  A  HI(JT),  8i(a?-i-2m«K',)  =  A  S{  (a?), 


(  '  et  (a?  H-  K)  = 


/  H  (a--HiKf)  =  iBe(ir),         6 

I  ^(ay-i-iK')  = 


Be,(a?),         e1(a7-M' 

TT    K'         7T    /  »' 

B  =  e1  S"  ~  2    K". 


LXXVIII. 

(0  ! 

(*) 

(3) 

(4) 

LXXIX. 


(a) 

C5)  ; 

(4>  Z(-*1  =  -Z(*), 

(5)      Z(o)  =  o,      Z(K)=o,      Z(iK')  =  »(p61e  simple;  r^sidu  =  i). 
T.  et  M.  —  II.  '9 


ago 


GALGUL  DIPFfiRENTlEL, 


Transformation  lintair e. 


LXXX. 


_ 

=  <f*(T), 


.-E^SKolT) 


VJJ 

/  /  \ 

~  *3  vu  i  *  ;  —  »M  v 

-1          -1-                   M 

U) 

&L  —  TL  —  &3  y  EI 

M 

I/ 

.     ^^^r, 

/  . 

M      \/e~=el 

i° 

rrf 
(-!)«  * 

fli 
(-1)        »*' 

(-i)V 

•' 

<->*£ 

?*, 

(-I)2    ^7 

(-O^V 

(5) 

3° 

(-D-^i 

r  v  - 

fl-1 

4° 

(-o"i 

<-^j 

*±! 

5* 

r// 

(_i)T* 

i(-i)~ 

6° 

(-,,-T* 

>i» 
(-1)    '* 

c-l 

FORMULES. 


391 


LXXX  (rm). 


sn(w,  /). 

cn(w,  /). 

dn(M). 

I  ° 

sn  a 

cnw 

dn  w 

w 
snp 

u 
cnp 

i 

„ 

/-' 

i/ 

A.    "  " 

dnj 

,     a 

dnjt- 

dap 

3° 

k  snT 
A: 

dni 

U 

c?i 

M 

sn7F 

da" 

•  A.' 

/o 

ik' 

14 

4 

u 
en  TT-, 
iA: 

w 
en  -ry-, 
lA: 

cn^ 

to 

u 

sn  -r 
j 

i 
w 

dn^ 

I 

w 
en  — 
i 

en  - 
i 

U 

cn-r 
f 

Go 

u 
sn  -77- 

tt       '* 

i 

w 

cnSf 

j     w 
dn-rr 

iX: 

dn^r 
iA: 

dn^ 
t/t 

(7) 


El  [(8  —  PT)P,  T]  =  El  [>,  T]  i- 

—  Y  "*"  ^T         o^  —  a 
T==5^TK'       OCJ-PY 


GALGUL  WFFfcHBNTiEL. 

Transformation  de  Landen. 

LXXXl. 


/r^T          k          i-*' 

<•>  •'" 


(4) 


LXXXII. 


(,)  sn(it,  /)  =  (i  •+•  A:')  ----  - 

dn  -----  j-f 


i-i- 


(-2)  cn(a,  0  = 


(3)  dn(B,<)=  £- 

dn ; 


FORMULES. 


(,) 


Transformation  de  Gauss. 

LXXXIII. 


-k         k'         *  —  k 

K 


/    O    \  i         //  ,/         ^1 

—  UlVEj  —  fcj  —   - 
/M  A'-     T     A   _     K'    A-    I  +  *K'-  JL 

(4)  A~2l          IKA r"  aAT' 


(5)  ^=4^% 


LXXXIV. 


U 


(i)  sn(M,X)  = 


i  -4-  A  sn2 r 

i  4-  X: 


u       , 
en r  an- 


i ,  i^it         j 

.               i  H-  A:        i  -+-  A- 
(•2)  cn(w, /)= — > 

1  4-  k  SIl2 .- 

1  -i-  k 

U 


i  —  k  sn2 

(3)  dn(w,  X)  = 


1  +  ^sn»^- 

Multiplication. 

LXXXV. 

i  sn  w  cnudn  u 


i —  /:*  sn*  w 


(1)  sn2«  =  :  _ 

__  cn2  M  —  sn2  u  dn2  a 

( 2 )  cn  2  w  =        -     -,    cn4~7i        ' 


(3) 


i  —  A2  sn*  M 


CAtCUL    DIFF&ftBNTIBL. 


Transformation  d'ordre  impair. 


LXXXVI. 


K 

>0  =  "7T 


(I) 


(3) 


(5) 


n 

(r) 


(r  = 


M 


n 


TTT 

-*- 1 


/r  =  n,  r2?    •••>r«J-iY 


(6) 


(7) 


L'=^L=l 

I  I 


-  E3  =   M« 


(^) 


FORMULES. 


LXXXVII. 


K 
aP,,=  —  K, 


sna,.,0 

cn(M  -4-  a/-,o) 
en  ar>0 


(r) 


sn2  u 
i 


sn*ar 

(4)  


cn2a,..c, 
(5)  cnlM'^  = 


~  sn2w 


M'  0  = 


cn2ar  o      „ 
-r--—  -^  sn2 


(7)  s 

/  u      ,\       A:ivi  v1        ,  x 

(8)  cn^M,  /j^-p^00^^2^'0)' 

(9)  dn(^'')  =  M 


CALCCL   DIFFfiKBNTIEL. 


LXXXVIII. 


(3) 


(4) 


n 


J,(0lj 


<>'} 


H  -' 

dno.,, 


A  J.  sn  a 


(fi) 

(7)' 


I     T          _    I    OJj 

/i  j       ~~  i   n 


j£' 

1  ~ E'3  =  ^M' 


FORMULES. 


LXXXIX. 


^  "'  v  M    '  '        M  "      JLJ.        sna0,r 

(r) 


=   cn" 


TT 

II 


(3)  dn 


cnao,r 
u 


W"]~  -If        dft(«0,r) 


)ir  sn2  u 


(r^  ™(^r>^}^ 


(u 
y 

(r) 


(8) 


(r  = 


CJLLGUL   DIFFERENTIAL. 

'i 

Multiplied  tion . 

xc. 


,  n'-l  . 

(-2 

\  t/A"  / 

((J-.v) 


(3) 


[(r  =  rn  r2,  ..  .,  rn-\)-  "1 

K-  =  o,  n,  r2,   .  .  .  ,  rrt_!  ;     v  =  o,  rl9  rlf  .  .  .  ,  /'«_i      I 
en  particulier  r^  =  2,  /'2  =  4>  •  •  •  >  r«—  i  =  2(n  —  OJ 


*  _ 

()  i  ••• 

(4)  sn(nw)  =  n  sn  w  I  I 

M/  v       7                   JLJL 


7-5 
—  A2 


(5)  cn(nu)  —  cnu  II 

v    y  v       x  J  1  i  — 


en  a 


A:2 


(6) 

v    7 


(9) 

^|JL  =  O,  V  =  Tj,    T2 

»*  = 


FORMULES.  399 


XC  (PIN). 


do) 

'**. 


—  "~- 
(  —  i)   2    yidn(/m)= 

(  '•,  *) 


en  particulier  :  r(}  ==  50  =  o,    rt  =  *j  =  i,    .  .  .  , 


\ 

rt_t  =  n  —  I/ 
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